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Предисловие 

Предлагаемая книжка содержит достаточно небольшой 

вводный текст, содержащий основные определения и объ

ясняющий происхождение классических средних, а так

же десять тематических занятий математического круж

ка, разбитых на два раздела. В материалы каждого за

нятия входят: вступительный и поясняющий текст учи

теля, включающий в себя несколько подробно разобран

ных типовых задач по данной теме; задачи, которые могут 

быть предложены учащимся для самостоятельного реше

ния (как на занятии, так и дома); подробные решения этих 

задач; методические комментарии для учителя. В разделе 

приложений представлен обширный список дополнитель

ных задач различного уровня трудности, часть из которых 

в какой-то степени дублирует задачи, предложенные для 

занятий, а часть - дополняет их новыми идеями (наибо

лее сложные задачи отмечены знаком*). Эти задачи мож

но использовать на усмотрение преподавателя (или обуча

ющегося). Для них приведены, как правило, подробные 

решения (в наиболее простых случаях - ответы и указа

ния). 

Для удобства в конце каждого занятия приведён спи

сок задач из этого раздела, которые имеет смысл исполь

зовать для закрепления материала, контроля его освоения 

и углубления. Следует учесть, что есть задачи, которые 

отнесены к нескольким занятиям (поскольку допускают 

различные подходы). Кроме того, для удобства преподава

телей в разделе приложений помещён раздаточный мате

риал. В конце книги приведён список литературы, на :ко

торую иногда делаются ссылки в тексте. Большую часть 
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этих изданий и публикаций можно использовать в каче

стве дополнительной литературы. 

Занятия 1-3 первого раздела ориентированы на уча
щихся 5-7 классов, а занятие 4 - на учащихся 8-9 клас
сов. Проведение этих занятий может помочь школьникам 

освоиться с различными приложениями среднего арифме

тического нескольких чисел, узнать и научиться приме

нять его различные свойства, познакомиться с понятием 

взвешенного среднего арифметического, а также устано

вить логические связи между основными величинами в за

дачах на движение и их аналогами в других текстовых 

задачах. Это должно повысить вычислительную, алгебра

ическую и логическую ку ль туру учащихся и расширить 

возможности решения ими текстовых задач за счёт при

менения рациональных и эффективных методов, опираю

щихся на взаимосвязь средних величин. 

Занятия 5-9 второго раздела ориентированы на уча
щихся 8-10 классов, а занятие 10 - на учащихся 10-11 
классов. Проведение этих занятий может помочь школь

никам познакомиться с типичными геометрическими кон

фигурациями, в которых возникают классические средние 

величины, изучить различные геометрические способы до

казательства неравенств о средних для двух положитель

ных чисел, познакомиться с особыми видами треугольни

ков, связанных со средними величинами. Это позволит по

вторить многие разделы школьного курса геометрии, раз

вить уже имеющиеся навыки решения геометрических за

дач, расширить арсенал методов их решения (в том чис

ле за счёт эффективного применения векторов) и познако

миться с рядом интересных геометрических фактов, выхо

дящих за пределы стандартной школьной программы. 

Естественно, преподаватель математического кружка 

может по своему усмотрению использовать только часть 

предложенных занятий, поменять порядок их изучения, 

и т. д. При этом имеет смысл учитывать, что материалы 

занятий 1-5, 7 и 10 достаточно близки к общеобразова-
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тельной программе, а занятия 6, 8 и 9 ориентированы на 
более глубокое «погружение» в геометрический материал. 

Предлагаемые в книге разработки занятий различают

ся и с методической точки зрения, что обусловлено как 

спецификой их содержания, так и возрастными особен

ностями школьников. Предполагается, что при проведе

нии занятий первого раздела задачи 1-6 (в занятии 4 -
задачи 1-5) вступительной части предлагаются учащим
ся последовательно, по одной, и, после того как какая-то 

часть школьников решит задачу, проводится общее обсуж

дение решения и делаются какие-то обобщения. При про

ведении занятий второго раздела материал вступительной 

части занятия обсуждается со школьниками, в основном, 

фронтально. 

Автор благодарен своей ученице Е. Харитоновой (вы

пуск 2005 года) за коллекцию геометрических задач, пред
ставленных в её экзаменационном проекте, И. А. Кушни

ру, из книг которого взято много интересных задач, 

Ю. А. Блинкову и А. И. Сгибневу - за полезные обсуж

дения, Е. С. Горской - за выполнение прекрасных черте

жей. 

Отдельная и огромная благодарность Александру Ва

сильевичу Шаповалову: за подборки задач, за вниматель

ное прочтение книжки, за подробные комментарии, спо

собствовавшие существенному улучшению её текста, и за 

написание содержательного послесловия. 
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Из истории 

Кла,ссическими средними значениями для двух поло

жительных чисел а и Ь принято считать: 

а+Ь 1) т = -
2

- - среднее арифметическое; 

2) g = VаЬ (то есть g2 = аЬ, g >О) - среднее геометри
ческое; 

2аЬ 
3) h = -- - среднее гармоническое; 

а+Ь 

4) d = ~ - среднее квадратичное. 
В одном из древнегреческих текстов, который припи

сывают древнегреческому математику Архиту (примерно 

428-365 гг. до нашей эры), среднее арифметическое т, 
среднее геометрическое g и среднее гармоническое h опре
делялись как равные члены арифметической, геометриче

ской и гармонической «пропорций» соответственно: 

1) а- т = т-Ь; 
2) а: g = g: Ь; 

3) (а - h) : а = (h - Ь) : Ь. 

В первых двух случаях равносильность данных опреде

лений очевидна, в третьем случае её несложно проверить: 

a-h 
а 

h-b 

ь 
{:} (а - h)b = (h - Ь)а {:} 

{:} ha + hb = 2аЬ {:} h = 
2аЬ . 
а+ь 

Первые два соотношения достаточно естественны, по

этому остановимся на том, как появилось третье. По пре

данию, среднее гармоническое ввёл Пифагор (VI век до 
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н. э.), выразив с его помощью отношение основных му

зыкальных интервалов. Пифагор установил, что вместе со 

струной длиной 12L, созвучно сливаясь с ней, звучат стру
ны того же натяжения с длинами 6L (выше на октаву), 8L 
(выше на квинту) и 9L (выше на кварту). Число 9 есть 
среднее арифметическое чисел 6 и 12, а число 8 Пифагор 
определил как среднее гармоническое этих же чисел. Дей-

12 - 8 8- 6 
ствительно, ~ = -

6
-. 

Это созвучие (и определяющее его отношение чисел 6, 
8, 9 и 12) называлось тетрадой. Пифагорейцы считали, что 
тетрада - это гамма, по которой поют сирены. 

Немного позднее, когда математики заинтересовались 

бесконечными рядами чисел, были выделены ряды чисел, 

в которых каждый член начиная со второго был равен од

ной из средних величин двух соседних членов. 

В случае, если это среднее было арифметическим, та

кие ряды стали называть арифметическими прогрессия

ми. Например, натуральный ряд чисел: 1; 2; 3; 4; ... 
В случае, если это среднее было геометрическим, та

кие ряды стали называть геометрическими прогрессиями. 

В частности, ряд степеней двоек (с которым связана попу

лярная легенда о происхождении шахмат): 1; 2; 4; 8; ... 
Появился и ряд, который назвали гармоническим: 

1 1 1 1 
l; 2; 3' 4' 5; 

При взгляде на гармонический ряд хорошо видно. что 

определение среднего гармонического h двух чисел а и Ь 
можно было дать и по-другому: 

Несложно убедиться в том, что оно равносильно всем 

предыдущим, однако в этом определении виден «арифме

тический смысл» среднего гармонического: число, обрат-
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ное среднему гармоническому чисел а и Ь, является сред

ним арифметическим чисел, обратных к числам а и Ь. 

Отметим также, что среднее геометрическое двух чи

сел иногда называют иначе: средним пропорциональным, 

так как пропорция, из которой оно получается, является 

«классической». 

И наконец, среднее квадратичное чисел а и Ь было вве

дено несколько позже и также стало классическим. Оно 

возникает из соотношения: 

(отметим, что в случае положительных чисел можно по

ставить знак равносильности). Отсюда опять же понятен 

его «арифметический смысл»: квадрат среднего квадра

тичного чисел а и Ь является средним арифметическим 

их квадратов. 

В древнегреческой математике, которая была преиму

щественно геометрической, было известно несколько спо

собов построения классических средних по двум данным 

отрезкам с длинами а и Ь. В частности, одно из первых 

описаний построения первых трёх средних на одном чер

теже (см. задачу 5.1 данной брошюры) дано в трактате 
Паппа Александрийского (Ill век н. э.), который включал 
в себя труды Эратосфена (276-194 гг. до н. э.), Никомеда 
(П век дон. э.) и Герона (1 век н. э.). Построения классиче
ских средних на одном чертеже позволяют найти геомет

рические способы доказательства неравенства о средних: 

h ~ g ~ т ~ d. 

Отметим, что каждое из классических средних обобща-

ется для п чисел: 

1) х1 + Х2 + ... + Хп д ф 
т = - ере нее ари метическое; 

п 

2) g = у'х1 · х2 · ... · Хп - среднее геометрическое; 
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п 
3) h = 

1 1 1 
- среднее гармоническое; 

-+-+ ... +-
х1 Х2 Хп 

4) d = J xr + х~ : ... + х~ - среднее квадратичное (у него 

есть ещё одно обобщение: d' = k х~+х~+ ... +х~ - среднее 
п 

степенное). 

Отметим также, что классические средние для п поло

жительных чисел также связаны неравенствами h :( g :( 
:( т :( d, но рассмотрение этих неравенств в обобщённом 
виде выходит за пределы данной брошюры (этот матери

ал будет подробно рассмотрен в книжке «Неравенства» 

нашей серии). Более того, для всех классических средних, 

кроме среднего арифметического, мы во многих случаях 

ограничимся набором из двух чисел. 

Для каждой из классических средних величин суще

ствуют обобщения, называемые средними взвешенными, 

которые первоначально появились в математике из рас

смотрения некоторых физических процессов, а сейчас на

шли широкое применение в математической статистике 

и экономике. Нам потребуется только одна из этих сред

них величин - взвешенное среднее арифметическое. Для 

чисел Х1, х2, ... , Хп с «весами» т~, т2, ... , тп его можно 
определить следующим образом: 

х1т1 + х2т2 + ... + Хптп 
Х= ------------

т1 + т2 + ... + тп 
Такое название объясняется простой механической мо

делью: если Х1, х2 , ... , Хп - координаты п материальных 

точек, ат~, т2, ... , тп соответственно - их массы, то взве

шенное среднее арифметическое - это координата центра 

масс этой системы точек (см. занятие 10). 

9 



Занятие 1 

Вычисление среднего арифметического и 

взвешенного среднего арифметического 

Разбор и самостоятельное решение задач этого занятия помогут 

школьникам освоиться с различными приложениями среднего арифме

тического нескольких чисел, познакомиться с понятием взвешенного 

среднего арифметического и глубже разобраться с понятиями среднего 

роста, средней цены и средней скорости движения. 

Задача 1.1. Сто яблок вместе весят 5 кг. Сколько весит 
«в среднем» одно яблоко? Сколько примерно весят 1 7 яб
лок? 

Решение. Одно яблоко «в среднем» 

весит 5000: 100 = 50 (г), а 17 яблок -
примерно 50 · 17 = 350 (г). 

Полезно обратить внимание школьников 

на то, что, вычисляя средний вес одного яб

лока, мы делим их суммарный вес на количе

ство яблок, то есть находим среднее арифме

тическое их весов. 

Задача 1.2. В классе 10 девочек и 20 мальчиков. Сред
ний рост девочки - 140 см, средний рост мальчика -
149 см. Найдите средний рост ученика в классе. 

Решение. Найдем суммарный рост всех учеников клас

са и разделим его на количество учеников. Получим 

(140 · 10 + 149 · 20) : (10 + 20) = 146 (см). 

Полезно обсудить со школьниками то, почему полученный ответ 

не равен среднему арифметическому чисел 140 и 149. Имеет смысл ещё 
раз подчеркнуть, что средпее арифмети-ческое - отпосительпая ве

ли-чипа, которая получается делением суммы на количество. В зада-
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чах на вычисление среднего арифметического эти суммарные величи

ны всегда присутствуют (иногда незримо), поэтому, производя вычис

. лени.я, «безопасно» складывать и вычитать можно только их. На пер
вом этапе работы надо всегда быть готовым перейти (за счёт умноже

ния) от средних величин к суммарным. 

Задача 1.3. В магазин привезли три сорта конфет с раз
ной ценой: 4 кг по цене 40 рублей за килограмм, 3 кг 
по цене 60 рублей за килограмм и 1 кг по цене 120 руб-
лей за килограмм. По какой цене надо 

продавать смесь этих конфет? 

Решение. Стоимость всех привезён

ных конфет равна 40·4+60·3+ 120· 1 = 
= 460 (руб.), а всего привезено 8 кг кон
фет. Значит, цена смеси («средняя сто

имость килограмма») равна 460 : 8 = 
= 57,5 (руб.). 

Имеет смысл обобщить полученный результат. Если привезено п 

сортов конфет с массами т1 , т2 , •.• , тп и ценами с1, с2, ... , Сп соответ
ственно, то цена 1 кг смеси может быть найдена по формуле 

с1т1 + с2т2 + ... + Спmп 
с=----------

т1 + т2 + ... + тп 

то есть является взвешенным средним арифметическим чисел с1, с2, ••• , 

Сп. Полезно также обсудить с учащимися, что аналогичную формулу 

они практически применяли в задаче 1.2. 

Задача 1.4. Скорость моторной лодки по течению ре
:ки равна 21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Найдите 
её с:корость в стоячей воде. Проанализируйте полученный 

результат. 

Решение. Пусть ис:комая с:корость - V км/ч, тогда с:ко
рость течения реки можно выразить двумя способами: 21-
- V (:км/ч) и V - 15 (км/ч). Приравнивая полученные вы
ражения, получим 21 - V = V - 15; 2V = 21+15; V = 
= 18 (:км/ч). 

21+15 
Мы получили, что V = 

2 
, то есть с:корость лод:ки 

в стоячей воде равна среднему арифметическому её с:коро

стей по течению и против течения. 
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Полезно сделать рисунок и записать полученный результат в об

щем виде, обозначив через V1 и V2 скорости лодки по течению и против 
V1 + V.2 

течения: V = --
2
-. 

v 

Задача 1.5. Скорость моторной лодки по течению реки 
равна 21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Она проплыла 
некоторое время по течению реки и такое же время против 

течения. 

а) Верно ли, что средняя скорость её движения равна 

среднему арифметическому её скоростей по течению и про

тив течения? 

б) Изменится ли ответ, если время движения по тече

нию и против течения будет различным? 

Решение. а) Пусть лодка двигалась t часов по течению 
реки и столько же против течения, то есть общее время 

её движения равно 2t часов. Тогда весь путь, пройденный 
лодкой, равен 21t + 15t = 36t (км). Средняя скорость дви
жения лодки равна 36t : 2t = 18 (км/ч), что и составля
ет среднее арифметическое скоростей лодки по течению 

и против течения. 

В случае, если школьники испытывают «технические» затрудне

ния, можно сначала задать в условии конкретное время. Для подготов

ленных школьников, наоборот, можно сразу проводить аналогичные 

рассуждения в общем виде: 

б) Ответ изменится. Достаточно рассмотреть числовой 

пример. Пусть, например, лодка двигалась один час по те

чению и два часа против течения, тогда 

Vcp. = (21·1+15 · 2) : (1+2) = 17 (км/ч). 
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Следует ещё раз подчеркнуть, что средняя скорость движения -
это отношение всего пройденного пути ко времени, затраченному на 

этот путь. 

Полезно также обратить внимание учащихся на то, что в данной 

задаче не играет никакой роли, что движение осуществлялось по реке. 

Те же результаты можно получить при любом виде движения, когда 

несколько участков пути проходятся с разными скоростями, а время, 

затрачиваемое на прохождение этих участков, а) одинаковое; б) раз

личное. Здесь же полезно обсудить, в каких случаях средняя величина 

равна среднему арифметическому частей, а в каких случаях это не так. 

После этого имеет смысл обратить внимание школьников на то, что 

формула для вычисления средней скорости движения аналогична фор

муле для вычисления средней цены: 

Vcp. = V1 ti + V2t2 + ... + Vktk 
ti + t2 + ... + tk 

где V1, V2, ... , Vk - скорости на различных участках пути, а ti, t2, 
... , tk - время их прохождения. Таким образом, средняя скорость -
не среднее арифметическое скоростей, а их взвешенное среднее ариф

метическое! 

Задача 1.6. Из двух сплавов, содержащих 10% и 50% 
меди соответственно, требуется получить новый сплав. 

В каком отношении (по массе) требуется взять исход

ные сплавы, чтобы получить сплав, содержащий а) 30%; 
б) 40% меди? Проанализируйте полученный результат. 

Решение. Пусть для нового сплава взято х кг первого 

сплава и у кг второго сплава, тогда в новом сплаве будет 

0,1х+О,5у (кг) меди. Следовательно, процентное содержа

ние меди в новом сплаве составляет 

= О,1х + О,5у . lOO% = 10х + 50у (% ). 
р х+у х+у 

а) Если р = 30, то 10х + 50у = 30х + 30у, то есть х =у. 
Значит, исходные сплавы надо взять в отношении 1 : 1. 

б) Если р = 40, то 10х + 50у = 40х + 40у, то есть у= 3х. 
Значит, исходные сплавы надо взять в отношении 1 : 3. 

Проанализируем полученные результаты: 

а) число 30 является средним арифметическим чисел 10 и 50, по
этому интуитивно понятно, что массы исходных сплавов должны быть 

одинаковы; 
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б) расположим заданные числа на числовом луче (см. рисунок). 

Число 40 находится на отрезке [10; 50] и делит его в отношении 3 : 1, 
считая от 10. А массы исходных сплавов надо взять в обратном отно
шении, то есть 1 : 3. В этом случае число 40 будет взвешенным средним 
арифметическим чисел 10 и 50! 

о 10 40 50 

Действительно, если массы исходных сплавов равны т1 и т2, а 
процентное содержание в них меди равно р1 % и р2% соответственно, 

тор = Pimi: P2 m 2 является взвешенным средним арифметическим 
т1 т2 

10 · 1+50. 3 
чисел Р1 и Р2. В нашем случае: р = 

4 
= 40. 

Полезно также провести аналогию с вычислением среднего роста, 

средней цены и средней скорости движения. С подготовленными уча

щимися, используя тот же рисунок, можно также обсудить формулу 

для вычисления координаты точки, делящей отрезок АВ, где А(х1), 

пх1 + тх2 
В(х2), в отношении т: п, считая от точки А: х = + . 

т п 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 1.7. Смешали четыре раствора, содержание со
ли в которых составляло 10%, 20%, 30% и 40%. При этом 
в одну ёмкость было слито 10 г первого раствора, 20 г вто
рого, 30 г третьего и 40 г четвёртого. Каково процентное 
содержание соли в полученном растворе? 

Задача 1.8. Каждый из десяти судей оценил выступле
ние фигуриста, и средняя оценка оказалась равна 4,2 бал
ла. Согласно правилам, были отброшены самая большая 

из поставленных оценок - 6 баллов и самая маленькая -
2 балла, после чего опять подсчитали средний балл. Чему 
он равен? (Средний балл - среднее арифметическое бал

лов.) 

Задача 1.9. Когда в комнату вошел четвёртый человек, 
средний возраст находящихся в ней людей увеличился 

с 11 до 14 лет. Сколько лет вошедшему? 
Задача 1.10. Профессор Тестер проводит серию тестов, 

на основании которых он выставляет испытуемому сред

ний балл. Закончив отвечать, Джон понял, что если бы 
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он получил за последний тест 97 баллов, то его средний 
балл составил бы 90, а если бы он получил за последний 
тест всего 73 балла, то его средний балл составил бы 87. 
Сколько тестов в серии профессора Тестера? 

Задача 1.11. Желая найти среднюю годовую оценку 
по математике у всех шестиклассников, завуч попросил 

учителей математики четырёх шестых классов вычислить 

средние оценки в каждом из классов и затем нашёл сред

нее арифметическое этих четырёх чисел. Правильно ли 

сделал завуч? 

Задача 1.12. От дома до школы Петя обычно едет на ве
лосипеде со средней скоростью 300 м/мин. Сегодня, вы
ехав в то же самое время, он часть пути проехал со скоро

стью 240 м/мин, а затем увеличил скорость до 420 м/мин 
и приехал вовремя. Какую часть от времени, затраченного 

на дорогу, Петя ехал с одной скоростью, а какую часть -
с другой? 

Ответы и решения 

Задача 1.7. Ответ: 30%. 
Искомая величина равна суммарной массе всей соли, 

делённой на массу полученного раствора и умноженной 

на 100%: 

10. о, 1 + 20. о, 2 + 30. о, 3 + 40. о, 4 . 100% = 30% 
1 о + 20 + 30 + 40 

(то есть взвешенное среднее арифметическое 10%, 20%, 
30% и 40%). 

Задача 1.8. Ответ: 4,25. 
Первоначальна.я сумма баллов равна 4,2·10 = 42. После 

отбрасывания двух оценок сумма баллов стала 42 - (6 + 
+ 2) = 34. Итоговый средний балл равен 34: 8 = 4,25. 

Задача 1.9. Ответ: 23 года. 
Сначала сумма возрастов людей, находящихся в ком

нате, была равна 11 · 3 = 33 года, а затем эта сумма стала 
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равна 14 · 4 = 56 лет. Значит, возраст вошедшего составля
ет 56 - 33 = 23 года. 

Задача 1.10. Ответ: 8 тестов. 
Пусть количество тестов в серии равно п, тогда сумма 

баллов, набранных Джоном в первом случае, равна 90п, 

а во втором случае эта сумма равна 87п. Разница в сумме 

баллов возникает из-за результата последнего теста, поэто

му 90п - 87п = 97 - 73. Таким образом, п = 8. 
Задача 1.11. Ответ: если количество учеников в клас

сах различается, то завуч сделал неправильно. 

Приведём числовой пример. Пусть в 6А классе учатся 

20 учеников и их годовой средний балл равен 4,5, в 6Б -
25 учеников, а средний балл равен 4,2, в 6В - также 

25 учеников, а средний балл - 3,8, в 6Г - 30 учеников 
и средний балл - 3,5. Тогда среднее арифметическое бал
лов, подсчитанное завучем, равно 

(4,5 + 4,2 + 3,8 + 3,5) : 4 = 4. 

Реальный средний балл равен сумме всех годовых оце

нок, делённой на их количество, то есть 

4,5. 20 + 4,2. 25 + 3,8. 25 + 3,5. 30 = 395: 100 = 3 95. 
20 + 25 + 25 + 30 ' 

Ошибка завуча: он вычислил среднее арифметическое, а надо было 

вычислить взвешенное среднее арифметическое (см. задачи 1.3 и 1.5). 

Задача 1.12. Ответ: со скоростью 240 м/мин Петя ехал 
2 
3 от всего времени, затраченного на дорогу, а со скоростью 

1 
420 м/мин - 3. 

Первый способ. Пусть сегодня Петя ехал ti минут со 
скоростью 240 м/мин и t2 минут со скоростью 420 м/мин, 
тогда расстояние от дома до школы равно 240t1 +420t2 (м). 
Поскольку обычно он тратит на дорогу такое же время, 

это же расстояние равно 300(t1 + t2) (м). Приравнивая эти 
два выражения, получим 240t1 + 420t2 = 300(t1 + t2), то 
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есть ti = 2t2. Следовательно, со скоростью 240 м/мин 
2 

Петя ехал - всего времени, а со скоростью 420 м/мин -
3 

1 
З всего времени. 

Второй способ. Поскольку средняя скорость Петиного 

движения равна 300 м/мин, число 300 является взвешен
ным средним арифметическим чисел 240 и 420 (см. зада
чу 1.5). Число 300 делит отрезок [240; 420] в отношении 
1 : 2, считая от числа 240, значит, соотношение времени 
движения со скоростями 240 м/мин и 420 м/мин будет об
ратным, то есть 2 : 1 (сравните с задачей 1.6). 

Можно также использовать задачи Дl-Дll. 
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Занятие 2 

Свойства среднего арифметического 

Разбор и самостоЯ:тельное решение задач этого занятия позволят 
школьникам познакомиться с различными свойствами среднего ариф

метического нескольких чисел, а также выяснить, как может изме

няться среднее арифметическое в различных ситуациях. В итоге будут 

сформулированы и обоснованы основные свойства среднего арифмети

ческого нескольких чисел. 

Задача 2.1. Компания друзей детства встретилась через 
7 лет. Как за это время изменился средний возраст компа
нии? 

Решение. Пусть в компании было п человек, тогда че

рез 7 лет возраст каждого из них увеличился на 7 лет, 
значит, сумма их возрастов увеличилась на 7п лет. Следо-

7п 
вательно, средний возраст компании увеличился на 

п 

= 7 лет. 

Полученный результат можно обобщить: если к каждому иа чи

сел пекотороzо пабора прибавить одпо и то же ч,исло, то средпее 

арифметическое повоzо пабора чисел получится иа средпего ариф

метического исходпого пабора прибавлепием этого же числа. 

Действительно, среднее арифметическое набора чисел ai, а2, ... , ап 

а1 + а2 + ... + ап П б б 
равно п . ри авив к каждому числу этого на ора число 

т, получим 

(а1 + т) + (а2 + т) + ... + (ап + т) 
п 

(а1 + а2 + ... + ап) + тп ai + а2 + ... + ап 
~~~~~~~~~~~= +т. 

п п 

Это свойство позволяет, в частности, упростить подсчёт среднего 

арифметического в тех случаях, когда заданные числа мало отклоня

ются от некоторой величины. Пусть, например, надо найти среднее 
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арифметическое чисел 1002, 999, 1000, 998, 1003 и 1004. Понятно, 
что результат будет близок к числу 1000. Вычтем из каждого числа 
по 1000 и получим числа 2, -1, О, -2, 3 и 4. Их сумма считается уст
но (она равна 6), значит, их среднее арифметическое равно 1. Тогда 
среднее арифметическое исходных чисел больше на 1000, то есть рав
но 1001. 

Задача 2.2. В школе было решено перейти с пятибалль
ной системы оценок на 40-балльную. Для этого каждую 

текущую оценку ученика умножили на 8. Как изменился 
средний балл ученика? 

Решение. Если каждую оценку умножить на 8, то и 
сумма этих оценок также увеличится в 8 раз. Количество 
оценок не изменилось, поэтому средний балл также уве

личился в 8 раз. 

Полученный результат можно обобщить: если каждое из ч,исел 

некоторого набора умножить на одно и то же ч,исло, отлич,ное от 

нуля, то среднее арифметич,еское нового набора ч,исел получ,ится 

из среднего арифметич,еского исходного набора умножением на это 

же ч,исло. 

Действительно, среднее арифметическое набора чисел ai, а2 , ••• , ап 

ai + а2 + ... + ап у б k ../.. О 
равно . множив каждое число этого на ора на т- , 

п 

получим 

ka1 + ka2 + ... + kап 
п 

k(a1 + а2 + ... + ап) = ai + а2 + ... + ап . k. 
п п 

Задача 2.3. Баскетболист Джон перешёл из одной ко
манды в другую. Мог ли в обеих командах вырасти сред

ний рост? 

Решение. Да, мог. Пусть Джон сначала играл в коман

де, средний рост которой больше, чем рост Джона, тогда 

после его перехода средний рост команды увеличился. Ес

ли Джон перешёл в команду, где средний рост был меньше 

его роста, то после перехода средний рост этой команды 

увеличился. 

Имеет смысл обратить внимание школьников на следующий факт: 

если в набор из нескольких ч,исел добавить ч,исло, большее их сред

него арифметич,еского, то среднее арифметич,еское нового набора 
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будет больше, если же добавлять ч,исло, мепьшее средпего арифме

тич,еского, то средпее арифметич,еское пового пабора будет мепь

ше. 

Задача 2.4. Боб и Ваня соревнуются в изготовлении 
и употреблении сладких коктейлей. Боб смешал «пепси» 

с «Фантой», а Ваня - лимонад с сиропом. Известно, что 

лимонад слаще «пепси», а сироп слаще «фанты». Могла 

ли смесь Боба оказаться слаще Ваниной? (Сладость - это 

доля сахара от общего веса.) 

Решение. Да, могла. Пусть, например, «фанта» слаще, 

чем лимонад. Если в коктейле Боба много «фанты», но 

мало «пепси», а в коктейле Вани много лимонада, но ма

ло сиропа, то сладость коктейля Боба почти не отличает

ся от сладости «фанты», а сладость коктейля Вани почти 

не отличается от сладости лимонада. 

Можно привести также более конкретный числовой пример. Пусть 

сладости «Пепси», лимонада, «фанты» и сиропа составляют 1, 2, 3 и 4 
условные единицы соответственно. Боб может взять, например, 9 ча
стей «фанты» и одну часть «пепси», тогда сладость его смеси равна 

(9 · 3 + 1·1) : 10 = 2,8 условных единиц, а Ваня - 9 частей лимонада 
и одну часть сиропа, тогда сладость его смеси равна (9 · 2 + 1·4) : 10 = 
= 2,2 условные единицы. 

Задача 2.5. По окружности расставлены 100 чисел так, 
что каждое из них равно среднему арифметическому двух 

своих соседей. Докажите, что все числа между собой рав

ны. 

Решение. Предположим, что это не так, тогда среди 

этих ста чисел есть наименьшее число а (возможно, что 
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не единственное). Пусть Ь и с - числа, соседние с а, тогда 
Ь+с Ь+с Ь+с 

а= -
2
-. Так как Ь::::; -

2
-::::; с или с::::; -

2
-::::; Ь, то либо од-

но из чисел Ь или с меньше, чем а, либо Ь = с = а. Первый 
случай противоречит нашему предположению, значит, эти 

три числа равны. Проведя аналогичное рассуждение для 

чисел Ь и с, получим, что соседние с ними числа также 

равны а, и так далее, пока не рассмотрим все данные чис

ла. 

Имеет смысл еще раз обратить внимание школьников на то, что 

среднее арифметич.еское любого набора ч.исел, среди которых есть 

раалич.ные, больше, ч.ем наименьшее ч.исло этого набора, но меньше, 

ч.ем наибольшее. 

При решении этой задачи использовался метод рассуждений, обыч

но называемый «принципом крайнего~. При этом аналогичное рассуж

дение можно было провести, выбирая не наименьшее число набора, а 

наибольшее. 

Задача 2.6. В последнюю неделю за любые три дня под
ряд Робин-Бобин в среднем съедал по 10 пончиков в день. 
Верно ли, что за эту неделю он в среднем съел 10 пончиков 
в день? 

Решение. Нет, не верно. Пусть, например, в первый 

день Робин съел 15 пончиков, во второй - 10, в третий -
5, в четвёртый - 15, в пятый - 10, в шестой - 5, в седь
мой - 15. Тогда за любые три дня подряд он съел 30 пон
чиков, то есть в среднем - 10 пончиков в день. При этом 
за неделю он съел 15·3+ 10·2+5·2 = 75 пончиков. Значит, 

5 
за эту неделю он съедал 7 5 : 7 = 1О 7 пончиков в среднем 
за день. 

Возможно, имеет смысл, чтобы школьники привели ещё несколько 

примеров. 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 2. 7. На сколько уменьшится средний возраст 
команды из 11 футболистов, если закончившего выступ
ление 32-летнего игрока заменит игрок в возрасте 21 год? 
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Задача 2.8. Из команды ушёл баскетболист ростом 
192 см, при этом средний рост команды не изменился. Че
му он мог быть равен? 

Задача 2.9. Тринадцать индюшат клевали зерно. Пер
вый индюшонок склевал 40 зёрен; второй - 60, каждый 
следующий - среднее арифметическое зёрен, склёванных 

всеми предьщущими индюшатами. Сколько зерён склевал 

тринадцатый индюшонок? 

:,О - - D о 
С> 

Задача 2.10. Средний рост восьми баскетболистов ра
вен 195 см. Какое наибольшее количество из этих игроков 
может быть ниже чем 191 см? 

Задача 2.11. Говорят, что средний доход 10% самых бо
гатых ж:И:телей города в 15 раз превосходит средний доход 
всех жителей этого города. Докажите, что это выдумки. 

Задача 2.12. Пешеход шёл 3,5 часа, причём за каждый 
промежуток времени длиной один час он проходил ровно 

5 км. Следует ли из этого, что его средняя скорость за всё 
время движения равна 5 км/ч? 

Ответы и решения 

Задача 2.7. Ответ: на один год. 
Сумма возрастов футболистов этой команды уменьшит

ся на 32 - 21 = 11 лет, а количество игроков не изменит
ся. Следовательно, средний возраст команды уменьшится 

на 11 : 11 = 1 год. 
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Это же решение может быть оформлено и алгебраически. Пусть 

S - сумма возрастов футболистов, тогда средний возраст команды был 
S S-11 S 

равен ТТ лет, а стал равен ll = 11 - 1 лет. 

Задача 2.8. Ответ: 192 см. 
Первый способ. Если бы средний рост 

команды был больше чем 192 см, то при 
уходе игрока ростом 192 см средний рост 
мог только увеличиться. Аналогично, ес

ли средний рост команды был меньше, чем 

192 см, то при уходе такого игрока он мог 
только уменьшиться. По условию, средний 

рост не изменился, значит, он в точности 

был равен 192 см. 
Второй способ. Пусть в команде было п 

баскетболистов, а их суммарный рост был 

равен S, тогда средний рост команды был 
s п u 

равен - . осле ухода игрока суммарныи рост стал равен 
п 

u s - 192 
S-192, значит, среднии рост равен . Так как сред-

п -1 
и S-192 S 

нии рост команды не изменился, то = - . Решая это 
п-1 п 

s 
уравнение, получим Sп - 192п = Sп - S, то есть - = 192. 

п 

Задача 2.9. Ответ: 50 зёрен. 
Третий индюшонок склевал (40 + 60) : 2 = 50 (зёрен). 

Четвёртый склевал (40 + 60 + 50) : 3 = 50 (зёрен), и так 
далее, то есть последний также склевал 50 зёрен. 

Полученный ответ можно обосновать и не доводя счёт до конца. 

Справедливо следующее утверждение: если в пабор чисел добавить 
число, равпое средпему арифметическому этого пабора, то средпее 

арифметическое повой группы будет равпо средпему арифметиче

скому пачальпой группы. 

д u ai + а2 + ... + ап 
еиствительно, пусть т = п , тогда ai +а2+ ... +ап = 

= тп. Следовательно, 

ai + а2 + ... + ап + т 
п+1 

mn+m 
п+1 
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Аналогичная ситуация была и в задаче 2.8, только число, равное 
среднему арифметическому, не добавлялось, а убиралось из набора! 

Задача 2.10. Ответ: семь. 
Все игроки не могут быть ниже чем 191 см, посколь

ку в этом случае их средний рост был бы меньше 191 см. 
Поэтому хотя бы один игрок должен быть существенно вы

ше. Например, если один баскетболист имеет рост 230 см, 
то рост остальных может быть 190 см, так как (230+190х 
х 7): 8 = 195. 

Отметим, что в истории мирового баскетбола было несколько про

фессиональных игроков, рост которых был не только больше 230 см, 
но и больше 240 см! 

Задача 2.11. Пусть в городе п жителей со средним дохо
дом х, тогда суммарный доход всех жителей города равен 

пх. Если десятая часть жителей города имеет средний до

ход 15х, то их суммарный доход равен 0,ln · 15х = 1,5пх, 
то есть больше, чем суммарный доход всех жителей, а это 

невозможно. 

Задача 2.12. Ответ: нет, не следует. 
Пусть пешеход идёт полчаса со скоростью 10 км/ч, за

тем полчаса отдыхает и так далее. Тогда за каждый час он 

будет проходить ровно 5 км, а всего пройдёт 4 · 10 · 0,5 = 

= 20 км (поскольку идти он будет четыре получасовых ин
тервала). Средняя скорость при этом равна 20 : 3,5 (км/ч), 
что явно больше, чем 5. 

Можно также использовать задачи Д12-Д22. 
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Занятие 3 

Среднее гармоническое и среднее геометрическое 

В этом занятии представлены текстовые задачи, иллюстрирующие 

различные случаи, в которых ответом в задаче является среднее гар

моническое или среднее геометрическое двух данных величин. Разбор 

и самостоятельное решение этих задач помогут школьникам устано

вить логические связи между основными величинами задач на движе

ние и их аналогами в других текстовых задачах. 

Начнем с задачи, условие которой очень похоже на ус

ловие задачи 1.4. 
Задача 3.1. Скорость моторной лодки по течению ре

ки равна 21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Она про
плыла некоторое расстояние по течению реки и такое же 

расстояние против течения. Найдите среднюю скорость её 

движения. Проанализируйте полученный результат. 

Имеет смысл до разбора решения задать учащимся вопрос: будет 

ли средняя скорость движения равняться среднему арифметическому 

скоростей по течению и против течения? Опыт показывает, что многие 

школьники отвечают утвердительно. 

Решение. Пусть лодка прошла по течению реки S км 
и столько же против течения, то есть весь путь, пройден

ный лодкой, равен 2S км. Время движения лодки по тече-
S S 

нию равно 
21 

часов, а против течения -
15 

часов, значит, 

общее время движения равно 

s s 48 
21 + 15 = 35 (ч). 

Средняя скорость движения лодки равна 2S 

= 17 ,5 (км/ч). 
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В случае, если школьники испытывают ~технические» затрудне

ния, можно сначала задать в условии конкретное расстояние. 

Для того чтобы проанализировать полученный резуль

тат, надо провести аналогичные рассуждения в общем ви-
28 s s 

де: Vcp. = ---; ti = -, t2 = -, значит, 
ti + t2 V1 V2 

S(V1 + V2) 2V1 V2 
Следовательно, Vcp = 28 : = --- - среднее 

. V1V2 V1+V2 
гармоническое скоростей по течению и против течения! 

Для наиболее подготовленных школьников можно сразу сформули

ровать задачу в общем виде. 

Полезно также обратить внимание учащихся на то, что и в данной 

задаче не играет никакой роли, что движение осуществлялось по реке. 

Тот же результат можно получить при любом виде движения, когда 

два одинаковых отрезка пути проходятся с разными скоростями. 

Задача 3.2. Половину книги наборщик печатал со ско
ростью 6 страниц в час. Затем его сменил другой набор
щик, который печатал со скоростью 12 страниц в час. 
С какой постоянной скоростью надо было печатать, чтобы 

набрать текст этой же книги за такое же время? 

Эта задача вроде бы не на движение, и в ней не спрашивается 

про среднюю скорость. Но просматривается естественная аналогия -
три величины: объём выполняемой работы (аналог расстояния), время 

и скорость (производительность труда). 

Решение. Пусть V страниц в час - искомая скорость, 

а в половине книги содержится А страниц, тогда время ра-
А А 

боты первого - б ч, время работы второго -
12 

ч, а пред-

2А 
полагаемое время печатания книги - V ч. Приравнивая 

А А М 2 
это время, получим - + - = -. Тогда V = 

1 1 6 12 v 
6 + 12 

= 8 (страниц в час). 
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Таким образом, искомая скорость равна среднему гар

моническому чисел 6 и 12! 

А может ли средним гармоническим оказаться не скорость, а вре

мя? 

Задача 3.3. Теплоход, двигаясь по течению реки, про
шёл расстояние между пристанями А и В за 10 часов. Об
ратно он прошёл это же расстояние за 15 часов. За сколько 
времени теплоход проплыл бы такое же расстояние по озе

ру? 

Решение. Допустим, что расстояние АВ равно S км, то
S 

гда скорость движения из А в В равна - км/ч, а обрат-
10 

s 
но -

15 
км/ч. Скорость движения по озеру равна средне-

му арифметическому скоростей по течению и против тече
S S 

ния, то есть V = 10 + 15 (см. задачу 1.4). Найдём время 
2 

движения по озеру: 

s 2 
t = - = = 12 (часов), v 1 1 

10 + 15 

то время равно среднему гармоническому чисел 10 и 15. 

Проанализируем полученный нами результат. Скорость движения 

по озеру - среднее арифметическое скоростей по течению и против 

течения, время движения при фиксированной длине пути обратно про

порционально скорости, поэтому время движения по озеру («среднее 

время~) является средним гармоническим данных величин. 

А может ли расстояние оказаться средней величиной? 

Задача 3.4. Передние покрышки 
автомобиля «Антилопа-Гну» выхо

дят из строя через 25000 км, а зад
ние - через 15000 км. В какой 
момент Остап Бендер должен поме

нять местами покрышки, чтобы ма

шина прошла наибольшее расстоя

ние? Чему равно это расстояние? 
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Решение. Заметим, что каждый :километр пробега из-
1 

нашивает передние покрышки на 
25000 

часть, а задние -

на -
1
- часть. Пусть расстояние, пройденное автомоби-

15000 
лем, равно S км. Если покрышки поменять на середине 
пути, то их износ на всём пути будет равен 

( 
1 1 ) s 

25000 + 15000 . 2· 

Максимальный износ покрышек равен 1, поэтому 

2 
S = ~1--~1 - = 18750 (км). 

25000 + 15000 

Из полученного выражения видно, что найденное чис

ло является средним гармоническим чисел 15000 и 25000. 
Заметим, что если менять покрышки не на середине 

пути, то покрышки, прошедшие сзади больше, чем спе

реди, раньше выйдут из строя. Следовательно, покрышки 

надо поменять местами, пройдя 9375 км (половину макси
мального пути). 

Задача 3.5. Мальчик сбежал вниз по движущемуся эс
калатору и насчитал 30 ступенек. Затем он пробежал 
по этому же эскалатору вверх и насчитал 150 ступенек. 
Сколько ступенек насчитал бы мальчик, если бы он с та

кой же скоростью бежал по неподвижному эскалатору? 

Отметим, что стандартное алгебраическое решение этой задачи по

требует введения нескольких переменных и составления достаточно 

громоздких уравнений. 

Решение. Пусть :количество ступенек - время преодо

ления мальчиком эскалатора. Длину эскалатора можно 

принять за единицу, поскольку она одинакова в каждом 

из трёх случаев. Тогда скорость мальчика «по течению эс-
1 1 

калатора» равна -, а «против течения» - --. Собствен-
30 150 

ная скорость мальчика равна (_.!.._ + -1
-) : 2 = _.!.._, следова-

30 150 50 
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тельно, на неподвижном эскалаторе он насчитает 50 сту
пенек. 

При таком способе решения видна уже знакомая ситуация: соб

ственная скорость движения есть среднее арифметическое скоростей 

«по течению» и «против течения», поэтому «среднее время>} - среднее 

гармоническое! 

Задача 3.6. Два путника вышли на рассвете из пунк
тов А и В навстречу друг другу с постоянными скоростя

ми и встретились в полдень. Первый пришёл в пункт В 

в 16.00, а второй пришёл в пункт А в 21.00. В какое вре
мя был рассвет? 

Решение. Сделаем рисунок (С - место встречи). Пусть 

от момента рассвета до встречи прошло t часов. Время, за
траченное пешеходами на каждом из участков АС и ВС, 

обратно пропорционально их скоростям, поэтому t : 9 = 
= Vв : VA = 4 : t; t 2 = 36; t = 6; 12 - t = 6, то есть рассвет 
был в 6 часов. 

t 4 
Решая пропорцию g = t, мы получили, что время движения пут-

ников до встречи - среднее геометрическое двух заданных значений 

времени! 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 3. 7. Первую половину пути всадник скакал со 
скоростью 20 км/час, а вторую - со скоростью 12 км/час. 
Найдите среднюю скорость движения всадника. 

Задача 3.8. Велосипедист должен попасть в место на
значения к определённому сроку. Если он будет ехать со 

скоростью 15 км/ч, то приедет на час раньше, а если со 
скоростью 10 км/ч, то опоздает на один час. С какой ско
ростью должен ехать велосипедист, чтобы приехать вовре

мя? 
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Задача 3.9. Первая труба заполняет бассейн за 6 ча
сов, а вторая - за 18 часов. Сколько времени потребует
ся для заполнения этого бассейна, если одновременно от

крыть обе трубы? 

Задача 3.10. В магазине было два контейнера карто
феля, в одном - по 20 рублей за килограмм, в другом -
по 30 рублей за килограмм. Контейнеры были разного объ
ёма, а их суммарная стоимость оказалась одинаковой. 

Весь имеющийся картофель смешали. По какой цене сле

дует продавать килограмм смеси? 

Задача 3.11. У Алёны есть мобильный телефон, заряда 
аккумулятора которого хватает на 6 часов разговора или 
210 часов ожидания. Когда Алёна садилась в поезд, теле
фон был полностью заряжен, а когда она выходила из по

езда, телефон разрядился. 

Сколько времени она ехала на поезде, если известно, 

что Алёна говорила по телефону ровно половину времени 

поездки? 

Задача 3.12. Из пунктов А и В вышли навстречу друг 
другу два курьера с постоянными, но различными скоро

стями. После того как курьеры встретились, чтобы дойти 

до места своего назначения, первому потребовалось ещё 16 
часов, а второму - ещё 9 часов. Сколько времени затра
тил каждый из курьеров на весь путь от А до В? 

Ответы и решения 

Задача 3. 7. Ответ: 15 км/ч (среднее гармоничес1Сое чи
сел 12 и 20). 

Пусть половина пути составляет S км, тогда 
s 

первую половину пути всадник скакал 
20 

часов, а вторую 

8 
половину - - часов. Время, затраченное на весь путь, 

12 
8 8 28 

равно 
20 

+ 
12 

= l5 (ч), поэтому средняя скорость движе-
28 

ния всадника: Vcp. = -
2
- = 15 (км/ч). 

15 
8 
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Задача 3.8. Ответ: 12 км/ч (среднее гармоническое чи
сел 10 и 15). 

Пусть планируемое время приезда - t часов, тогда, вы

разив двумя способами расстояние до места назначения, 

получим уравнение 15 ( t - 1) = 1 О ( t + 1). Его решением 
является t = 5, значит, расстояние до места назначения 
равно 60 км. Таким образом, искомая скорость равна 60: 
: 5 = 12 (км/ч). 

Задача 3.9. Ответ: 4,5 часа. 
Приняв объём бассейна за единицу, получим, что про-

u б 1 б u 
изводительность первои тру ы равна 6 ассеина в час, а 

u 1 б u п 
второи -

18 
ассеина в час. роизводительность их сов-

u б 1 1 2б u 
местнои ра оты равна 6 + 

18 
= 9 ассеина в час, значит, 

этот бассейн они смогут заполнить за 1 : ~ = 4,5 (ч). 
Можно рассуждать иначе, немного упростив вычисле

ния. Используем в данном случае тот факт, что 18 делится 
на 6. За 18 часов вторая труба наполняет бассейн, а первая 
труба - три таких бассейна, поэтому, работая вместе, они 

наполнят 4 бассейна. Значит, один бассейн они наполнят 
за 18 : 4 = 4,5 часа. 

В данном случае средним гармоническим чисел 6 и 18 является 
число 9, а полученный ответ составляет половину от среднего гармони
ческого. Это объясняется тем, что каждая труба по отдельности выпол

няет тот же объём работы, что и при совместной деятельности (сравни-

u 3 2) Д u 1 + 1 1 аЬ 
те с задачеи . . еиствительно, если а ь = х' то х = а + ь. 

Задача 3.10. Ответ: 24 рубля (среднее гармоническое чи
сел 20 и 30). 

Пусть стоимость картофеля в каждом контейнере бы

ла равна 60х рублей (для того чтобы иметь дело только 

с целыми числами, используем тот факт, что наиболь

шим общим делителем чисел 20 и 30 является число 60), 
тогда в одном контейнере было 3х кг картофеля, а в дру

гом - 2х кг. Масса смеси равна 5х кг. Цена килограмма 

смеси равна 120х: 5х = 24 (руб.). 
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Полезно сравнить эту задачу с задачей 1.3 и обсудить различия. 

Задача 3.11. Ответ: 11 часов 40 минут. 
Первый способ. Если бы Алёна 210 · 6 часов говорила 

и столько же времени молчала, то телефон успел бы пол

ностью разрядиться 210 + 6 = 216 раз. Так как на самом 
210·6 

деле он разрядился один раз, она говорила 
210 

+ 
6 

часов 

210·6 
и молчала часов. 

210+ 6 
2·210·6 

Таким образом, она ехала в поезде 
210+ 6 

(среднее гармоническое чисел 6 и 210). 

35 
часа 

3 

Второй способ. Во время разговора энергия аккумуля

тора расходуется в 210 : 6 = 35 раз быстрее, чем в то вре
мя, когда разговор не ведётся. Пусть Алёна проговорила t 
часов. Тогда энергии аккумулятора осталось на 6 - t часов 
разговора или на 35(6-t) часов ожидания. По условию это 
время также равно t часов ожидания, поэтому 35(6-t) = t, 

35 
откуда t = - . Следовательно, вся поездка продолжалась 

6 
35 

· 2 = 35 часа. 
6 3 

Задача 3.12. Ответ: 28 ч и 21 ч. 

Можно использовать способ решения, аналогичный решению зада

чи 3.6, но можно привести и иное, более «алгебраическое» рассужде
ние. Пусть t - время, за которое курьеры добрались до места встречи, 

а V1 и V2 - скорости курьеров. Тогда (V1 + V2) t = V1 (16 + t) = V2 (9 + t). 
Отсюда получим два равенства: 16V1 = V2 t и V1t = 9V2 • Тогда 

16V1 V2t 

V1t 9V2' 

16 2 
то есть t 

9
. Следовательно, t = 16 · 9, то есть t = 12 - среднее 

геометрическое чисел 9 и 16. Значит, первый курьер к месту своего 
назначения ехал 12 + 16 = 28 часов, а второй курьер ехал 12 + 9 = 
= 21 час. 

Можно также использовать задачи Д25-Д34. 
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Занятие 4 

Сравнение средних 

В этом занятии рассматриваются неравенства между классически

ми средними двух неотрицательных чисел, алгебраические способы их 

доказательства, и задачи, которые иллюстрируют различные примене

ния этих неравенств. Разбор и самостоятельное решение задач этого 

занятия позволят школьникам познакомиться с типичными случаями 

сравнения классических средних величин в текстовых задачах и в за

дачах, связанных с площадью и периметром простейших геометриче

ских фигур. 

Напомним, что классические средние двух неотрица

тельных чисел удовлетворяют неравенствам 

2аЬ CL а + Ь J а2 + Ь2 --- :( v аЬ :( --- :( , 
а+ь 2 2 

причём в каждом случае равенство достигается тоzда 

и только тоzда, коzда а = Ь. Понятно, что при доказа

тельстве этих неравенств достаточно рассмотреть три нера

венства между «соседними» средними величинами. 

а + ь (уа - vь) 2 

Доказательство. 1) -- - VаЬ = ;?: О, следо-
2 2 

а+ь ~ Г::Ь .. 
вательно, -

2
- ~ v аи, причем равенство достигается тогда 

и только тогда, когда y7i, = -/Ь, то есть когда а= Ь. 

а2 + ь2 
2 

а2 + 2аЬ + Ь2 
4 
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Числа, возведённые в квадрат, неотрицательны, поэто-

Га2+Ь2" а+ь .. 
му у~ ~ -

2
-, причем равенство достигается тогда 

и только тогда, когда а= Ь. 

3) Можно поступить так же, как в п. 2, но есть и другой 
способ. Если а= О либо Ь =О, то выполняется равенство. 

Если же аЬ > О, то обе .части неравенства положительны 
. cz:. 2аЬ а + Ь cz:. 

и vии : -- = -- : vab ~ 1 (см. п. 1), следовательно, 
а+Ь 2 

cz:. 2аЬ .. v ии ~ --, причем равенство достигается тогда и только 
а+Ь 

тогда, когда оно достигается в п. 1, то есть когда а= Ь. 
Рассмотрим применение неравенств о средних при ре

шении некоторых текстовых задач, а также задач, связан

ных с площадью и периметром простейших геометриче

ских фигур. 

Задача 4.1. Докажите, что среди всех прямоугольни
ков с одинаковой площадью наименьший периметр имеет 

квадрат. 

Решение. Пусть х см - длина стороны квадрата, а см 

и Ь см - длины сторон прямоугольника. По условию их 

площади равны, то есть х2 = аЬ {::} х = VаЬ. Тогда пери
метр квадрата равен 4х = 4VаЬ (см), а периметр прямо
угольника равен 2(а + Ь) (см). Для того чтобы периметр 

квадрата был наименьшим, должно выполняться неравен

ство 4VаЬ :::;:; 2(а + Ь), которое равносильно доказанному 
cz:. а+ь 

неравенству vии:::;:; -
2
-. 

Полезно обсудить со школьниками другую трактовку использован

ного неравенства между средним арифметическим и средним геометри

ческим: если рассматриваются значения переменных а и Ь, для кото

рых значение произведения аЬ постоянно, то постоянно и значение вы-

ражения vаь. поэтому выражение а ~ ь принимает наименьшее значе
ние в случае, когда неравенство становится равенством, то есть в слу

чае, когда а = Ь. Говоря иначе, если произведение двух положитель

ных чисел а и Ь постоянно, то наименьшее значение их суммы до

стигается, если а = Ь. 

Аналогичным образом можно трактовать и другие неравенства 

между средними. 
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Задача 4.2. Теплоход прошёл путь от пункта А до пунк
та В по течению реки и обратно. Докажите, что собствен

ная скорость теплохода больше, чем средняя скорость это

го движения. 

Если эта задача вызывает у школьников затруднения, то полезно 

вспомнить решение задачи 3.1. 

Решение. Пусть теплоход прошёл по течению реки S 
км со скоростью V1 км/ч и столько же против течения со 

скоростью V2 км/ч. Собственная скорость теплохода: V = 
V1 + V2 = -

2
- (км/ч) (см. задачу 1.4). Время движения тепло-

S S 
хода по течению: t 1 = - (ч), а против течения: t 2 = - (ч), 

V1 V2 
значит, средняя скорость его движения: 

2V1V2 V1 + V2 
Так как V1 i- V2 , то --- < --

2
-, что и требовалось 

V1 + V2 
доказать. 

Задача 4.3. Два тракториста, работая вместе, могут 
вспахать поле за t дней. Если бы первый вспахал поло
вину поля, а второй - другую половину, то на это потре

бовалось бы Т дней. Докажите, что !._ ~ 2. 
t 

Решение. Пусть S га - площадь поля, х и у (гектаров 

в день) - производительности труда трактористов, тогда 

время их совместной работы: t = __§___ (дней); а время их 
х+у 

S S х+у u 

работы поочередно: Т = - + - = S · -- (днеи). 
2х 2у 2ху 

Т (х+у) 2 х+у 
Тогда - = >- 2 так как -- >- fxiiy. 

t 2ху /-" ' 2 /-" У ~ ~ 

Утверждение задачи можно трактовать и по-другому: если бы при

шлось вспахивать два одинаковых пол.я, то выгоднее (по времени) ра

ботать совместно, а не по отдельности, когда каждый тракторист вспа

хивает «своё» поле! Приведённое решение ещё раз это объясняет: сред

няя производительность совместной работы - среднее арифметическое 
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производительностей трактористов, а средняя производительность ра

боты по отдельности - их среднее гармоническое (сравните с зада

чей 4.2). 

Задача 4.4. В двух племенах индейцев разное количе
ство мужчин. Все мужчины одного племени - «братья:» 

(в частности, каждый мужчина - сам себе «брат»). Что 

больше: среднее количество мужчин в этих племенах или 

среднее количество «братьев» у каждого мужчины? 

Решение. Пусть в одном племени - х мужчин, а в дру

гом - у мужчин. Тогда среднее количество мужчин равно 
х+у 
-

2
-. В одном племени у каждого мужчины х «братьев», а 

в другом - у «братьев», поэтому среднее количество «бра-
х2 +у2 

тьев» у каждого мужчины равно . Так как х i= у, то 
х+у 

х+у Jx2+y2 (х+у)2 х2+у2 х+у х2+у2 
-2-< 2 {::} 4 < 2 {::}-2-< х+у' 

то есть среднее количество «братьев» у каждого мужчины 

больше, чем среднее количество мужчин в одном племени. 

Задача 4.5. У продавца есть чашечные весы с неравны
ми плечами и гири. Сначала он взвешивает товар на одной 

чашке, затем - на другой и берёт среднее арифметическое 

двух показаний. Определите, в чью пользу такое «взвеши

вание»: продавца или покупателя:? 

Решение. Пусть длины плеч весов равны l1 и l2 (l1 < l2), 
и продавец взвешивает 1 кг товара. Пусть при первом взве-
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шивании (когда товар лежит на чаше весов с плечом l2), 
он уравновесился гирей массой т~ кг, а при втором взве

шивании - гирей массой т2 кг. Тогда l1т1 = l2 · 1 и 
l2т2 = l1 · 1. Таким образом, масса товара, вычисляемая 

продавцом, т = mi + т2 = (~ + ~) : 2 > 1, так как сумма 
2 li l2 

различных взаимно обратных положительных чисел боль-

ше двух. Следовательно, продавец обманывает покупателя 

(можно доказать, что обман тем больше, чем больше от

ношение длин плеч весов). 

Использованное в задаче неравенство о сумме взаимно обратных 

чисел можно доказать непосредственными тождественными преобразо

ваниями, но полезнее получить его как следствие неравенства между 

средним арифметическим и средним геометрическим. Действительно, 
1 

а+ а С1 1 
если а > О, то -

2
- ~ у а· а = 1, значит, а+ а ~ 2. Равенство дости-

1 
гается тогда и только тогда, когда а= -, то есть при а= 1. 

а 

Можно также вместо этого неравенства использовать другое нера-

венство между средними: 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 4.6. От потолка комнаты вертикально вниз по 
стене поползли две мухи. Спустившись до пола, они по

ползли обратно. Первая муха ползла в оба конца с одной 

и той же скоростью, а вторая, хотя и поднималась вдвое 

медленней первой, но зато спускалась вдвое быстрее. Ка

кая из мух раньше приползёт обратно? 

Задача 4.7. Докажите, что среди всех прямоугольни
ков с одинаковым периметром наибольшую площадь· име

ет квадрат. 

Задача 4.8. В летней школе два корпуса. В одном из 
них т комнат по т человек в каждой, а в другом - п ком-
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нат поп человек в каждой. Санитарному надзору надо со

общить среднее число школьников в корпусе, а пожарной 

инспекции - расчётное число, равное произведению сред

него числа комнат в корпусе и среднего арифметическо

го наибольшего и наименьшего количества школьников 

в комнате. Какое из этих чисел больше - истинное или 

расчётное? 

Задача 4.9. В каком случае вертолёт, собственная ско
рость которого постоянна, пролетит быстрее из пункта А 

в пункт В и обратно: при отсутствии ветра или при ветре, 

постоянно дующем в направлении из А в В с одной и той 

же скоростью? 

Задача 4.10. Два туриста вышли из пункта А в пункт В. 
Первый турист половину затраченного времени от начала 

движения шёл со скоростью V1 км/ч, а затем шёл со ско

ростью V2 км/ч. Второй турист первую половину пути шёл 
со скоростью V1 км/ч, а вторую половину - со скоростью 

V2 км/ч. Кто из них затратил меньше времени на путь из 
А в В? 

Задача 4.11. Докажите, что среди всех прямоугольни
ков, вписанных в одну и ту же окружность, квадрат имеет 

и наибольший периметр, и наибольшую площадь. 

Ответы и решения 

Задача 4.6. Ответ: первая муха приползёт раньше. 
Первый способ. Скорость спуска второй мухи в два ра

за больше, чем скорость первой, поэтому в тот момент, ко

гда втора.я муха достигнет пола, первая муха будет на се

редине своего пути вниз. Тогда в тот момент, когда пер

вая муха окажется на полу, вторая уже проползёт чет

верть пути вверх (скорость её подъёма в два раза меньше, 

чем скорость первой). Значит, первая муха догонит вто

рую на полпути от пола до потолка, а так как скорость 

подъёма первой мухи больше, затем первая муха обгонит 

вторую. 
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Эту же идею можно реализовать иначе. Так как вторая муха под

нимается вдвое быстрее первой, на обратный путь она затратит такое 

же время, какое первая муха затратит на весь путь. Но второй мухе 

надо ещё проползти вниз, поэтому в результате она приползёт позже 

первой. 

Второй способ. Пусть S - расстоя

ние от потолка до пола, V - скорость 

первой мухи, тогда время, затраченное 

этой мухой на спуск и подъём, равно 
28 у и v. второи мухи скорость спуска рав-

на 2V, а скорость подъёма - 0,5V, по
этому, время, которое она затратит на 

8 8 2,58 28 
весь путь равно - + -- = -- > -

' 2V 0,5V V V' 
следовательно, первая муха потратит меньше времени и 

вернётся обратно раньше. 

Из второго способа решения видно, что средняя скорость движения 
u 258 4 

второи мухи равна 28 : Т = 5 V, что меньше, чем средняя скорость 

V движения первой мухи, и это также объясняет полученный ответ 
(сравните с задачей 4.2). 

Задача 4. 7. Пусть х см - длина стороны квадрата, а см 

и Ь см - длины сторон прямоугольника. По условию их 
а+ь 

периметры равны, то есть 4х = 2(а + Ь) {:> х = --. Пло-
2 

(а+ ь)2 щадь квадрата равна х2 = -
2

- (см2 ), а площадь пря-

моугольника равна аЬ (см2 ). 

т а+ь, г:t:ь (а+ь) 2 , ь .. 
ак как -

2
- :? v аи, то -

2
- :? а , причем равенство 

достигается тогда и только тогда, когда а= Ь. 

Таким образом, наибольшая площадь достигается, ес

ли прямоугольник заданного периметра является квадра

том. 

Можно также провести рассуждение, аналогичное комментарию к 

задаче 4.1, которое покажет, что если сумма двух положителькых 
ч,исел а и Ь постоякка, то каибольшее зкач,екие их произведекия до

стигается в случ,ае, коzда а= Ь. 
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Задача 4.8. Ответ: истинное число не меньше расчётно-
го. 

В первом корпусе живёт т2 школьников, а во втором -
п2 , следовательно, среднее количество школьников, жи

вущих в одном корпусе, равно 
т2 +п2 
---. И среднее число 

2 
комнат в корпусе, и среднее арифметическое наибольшего 

и наименьшего количества школьников, живущих в одной 
т+п 

комнате, равно -
2
-. 

~ т+п т2 +п2 (т+п)2 Так как у ~ ;? -
2
-, то 

2 
;? -

2
- (если 

т = п, то достигается равенство). 
Задача 4.9. Ответ: вертолёт пролетит быстрее в безвет

ренную погоду. 

Пусть расстояние от А до В равно S км, а собственная 
скорость вертолёта - V км/ч. Тогда при отсутствии вет-

.. 28 ( ) Е ра вертолет проделает весь путь за время t = v ч . ели 

скорость ветра равна И км/ч, то время движения вертоле-
8 

та из А в В: t1 = -- (ч), а время движения из В в А: 
V-U 

8 8 8 28V 
t 2 = v +и. Тогда t1 + t2 = v +И + v _ и = v2 _ и2 (ч). 

28 28V 28V 
Следовательно, t = - = - 2- < 2 2 = t1 + t2, то есть 

V V V -И 
вертолёт пролетит быстрее в безветренную погоду. 

Имеет смысл провести аналогию с задачами 4.6 и 4.2 (можно также 
вспомнить решение задачи 3.3). После этого можно предложить другое 
решение, в котором средние величины присутствуют в явном виде: ес

ли скорости вертолёта по ветру и против ветра равны соответственно 

V1 + V2 V1 и V2, то его собственная скорость V = --
2
-. Тогда 

28 48 
t= - = ---. 

V V1+V2 

ti + t2 (V1 + V2)
2 

Следовательно, --t- 4V
1 
V

2 
> 1, так как при V1 i=- V2 вы-

V1 + V2 полняется неравенство --
2

- > y'V1 V2 • Таким образом, ti + t 2 > t. 

Задача 4.10. Ответ: меньше времени затратил первый 
турист. 
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Пусть S км - расстояние o·r А до В, t ч - половина 

времени, потраченного первым туристом на путь из А в В, 

тогда S = (V1 + V2)t. Найдём время, потраченное вторым 
туристом на путь из А в В: 

В заключительной фазе решения можно действовать иначе: 

1 
так как при а > о верно неравенство а + а ~ 2. 

Полезно также сравнить это решение с решением задачи 4.3. 

Задача 4.11. Пусть в окружность ра
диуса R вписан прямоугольник со сто
ронами а и Ь (см. рис.). Так как диаго

наль прямоугольника является димет

ром окружности, по теореме Пифагора, 

а2 + Ь2 = 4R2 • Таким образом, сумма 
квадратов соседних сторон любого пря-

моугольника, вписанного в данную окружность, есть вели-

~ а+Ь 
чина постоянная. Используя неравенства у~ ;?: -

2
-

и ~ ;?: J(iБ, получим, что наибольшие значения вы
ражений а+ ь и J(iБ достигаются, если а= Ь (см. коммен-

2 
тарии к задачам 4.1 и 4. 7). Следовательно, и наибольшее 
значение Р = 2(а + Ь), и S = аЬ достигаются в этом же 
случае, то есть в случае, когда прямоугольник является 

квадратом. 

Можно также использовать задачи Д30-Д33, Д35-Д37. 
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Занятие 5 

Построения классических средних на одном чертеже 

В этом занятии рассматриваются геометрические конфигурации, 

в которых все классические средние длин двух отрезков изображают

ся на одном чертеже. Разбор и самостоятельное решение задач этого 

занятия позволят школьникам познакомиться с типичными случаями 

появления классических средних величин в геометрии, а также узнать 

различные геометрические способы доказательства неравенств о сред

них для двух uоложительных чисел. 

В предь~дущем занятии были рассмотрены неравенства 

между классическими средними величинами длл неотри

цательных чисел: 

2аЬ ~Ь а + Ь J а2 + ь2 
--~vau~--~ . 
а+Ь 2 2 

Сегодня нас будут интересовать их геометрические доказа

тельства. Для этого мы рассмотрим несколько геометриче

ских конфигураций, в которых все классические средние 

величины изображаются на одном чертеже. 

Задача 5.1. (пунк:ты а) и б) взяты из трактата Пап
па Алек:сандрийск:ого) На одной прямой последовательно 

отложены отрезки AD и DB с длинами а и Ь соответствен
но и построена полуокружность с диаметром АВ =а+ Ь. 

Из точки D восставлен перпендикуляр к АВ до пересече
ния с полуокружностью в точке С. Затем проведены ра

диус ОС полуокружности и перпендикуляр DM к этому 
радиусу. 

а) Выполнив чертёж, найдите на нём отрезки, длины 

которых равны среднему арифметическому, среднему гео-
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метрическому и среднему гармоническому чисел а и Ь со

ответственно; 

б) используя найденные отрезки, докажите неравенст

во для этих трёх средних; 

в) проведя дополнительное построение, найдите отре

зок, равный среднему квадратичному чисел а и Ь, и завер

шите доказательство неравенства о средних; 

г) обоснуйте, в каком случае во всех рассмотренных 

неравенствах достигается равенство. 

N 

/\с 

А а О D Ь В 

Рис. 5.1 
1 а+Ь 

Решение. а) См. рис. 5.1. ОС = 2Ав = -
2
-; CD = 

г::t: CD2 2аЬ 
vDA · DB = v аЬ; СМ = - = -- (два последних ра-

ос а+Ь 

венства могут быть получены из известных соотноше-

ний о средних пропорциональных в прямоугольных тре

угольншсах АБС и COD соответственно либо из подобия 
треугольншсов); 

б) используя то, что в любом прямоугольном треуголь

нике катет меньше гипотенузы, получим: СМ::::;; CD::::;; СО, 
2аЬ г::t: а+ Ь 

то есть выполняется неравенство -- ::::;; v аЬ ::::;; --; 
а+ь 2 

в) достаточно, например, провести радиус ON, перпен-
дикулярный АВ, тогда 

DN~ JoN2 +0D2 ~ J(a;b)' +(а; ь) 2 

-J а2 + Ь2 
- а + ь. - :;:::ON---, 

2 2 
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г) знак равенства во всех случаях возникает, если тре

угольник АВС равнобедренный, то есть если а= Ь. 

Задача 5.2. Рассмотрим трапецию, основания :которой 
имеют длины а и Ь. 

а) Найдите отрезки, параллельные основаниям трапе

ции и равные четырём :классическим средним чисел а и Ь; 

б) используя расположение найденных отрезков, дока

жите неравенства о средних и определите, :когда достига

ются равенства. 

Решение. а) Пусть задана трапеция ABCD, основания 
:которой ВС и AD имеют длины а и Ь соответственно (см. 
рис. 5.2а-д, а< Ь). 

1) Проведём в трапеции среднюю линию МК (см. рис. 

5.2а), тогда МК = а; ь. Действительно, пусть G - точ
к:а пересечения луча ВК с прямой AD, тогда 6ВСК = 
= 6GDK (по стороне и двум прилежащим углам), поэто
му ВС = GD и ВК = KG. Следовательно, МК - средняя 

линия треуголъник:а ABG, значит, МК 11 AD и МК = 
= _!_AG= _!_ (AD+DG) = _!_ (AD+BC). 

2 2 2 

В а С в а с 

А Ь D а G А ь D 

Рис. 5.2а Рис. 5.26 

2) Проведём через точку О пересечения диагоналей тра
пеции отрезок PQ, параллельный основаниям, такой, что 
его :концы лежат на боковых сторонах трапеции (см. рис. 

5.2б). 
АО 

Поскольку треугольники AOD и СОВ подобны, то со = 

DO AD Ь 
= - = - = - . Из подобия треугольников АРО и АВС по-
ВО ВС а 

РО АО Ь OQ DO Ь 
лучим, что - = - = --. Аналогично - = - = --. 

ВС АС а + Ь ВС DB а + Ь 
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аЬ 
Таким образом, РО = OQ = а+ ь, то есть PQ 

2аЬ 

а+Ь 

среднее гармоническое длин оснований. 

3) Проведём отрезок LN, параллельный основаниям, 
концы которого лежат на боковых сторонах трапеции, та-

u BL CN va 
кои, что AL = DN = vГь (см. рис. 5.2в). Докажем, что дли-

на отрезка LN является средним геометрическим длин ос
нований. Для этого проведём луч BN до пересечения с пря-

u ВС BN 
мои AD в точке Т. Так как 6BNC ,_..., 6TND, то - = - = 

TD TN 

CN = ~. Тогда TD = av;; = J(iБ. Так как 6LBN ,...., 
DN vb уа 

6АВТ, то LN BN Следовательно, LN = .;а (Ь + 
АТ вт· va+JЬ 

+ JаБ) = vаь. 
в а с в а с 

L/-- -- _\N --

/__ j' Е G d 

-" 
А ь D т А н ь D 

Рис. 5.2в Рис. 5.2г 

Попутно мы получили два любопытных факта: 1) четырёхуголь
ник DLNT - параллелограмм (стороны LN и DT равны и параллель
ны); 2) трапеции LBCN и ALND подобны (равны соответствующие углы 
и пропорциональны соответствующие стороны). Таким образом, отре

зок, параллельный основаниям трапеции и делящий её на две подоб

ные трапеции, является средним геометрическим длин её оснований. 

4) Проведём отрезок EF, параллельный основаниям 
трапеции, концы которого лежат на её боковых сторонах, 

и такой, что трапеции EBCF и AEFD равновелики (см. 
рис. 5.2г). Докажем, что длина отрезка EF является сред
ним квадратичным длин оснований. Для этого проведём 

высоту трапеции ВН, которая пересечет отрезок EF в точ
ке G. Пусть EF = d; ВН = h; BG = h1 ; GH = h2. Тогда 

h _ 0,5SAВcD (а+ b)h. h _ 0,5SлвсD _ (а+ b)h 
1 

- О, 5 (а + d) - 2 (а + d) ' 2 
- О, 5 ( Ь + d) - 2 ( Ь + d)° 
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Так как h1 +h2 = h, то (а+ b)h +(а+ b)h = h {::} (а+Ь)(а+ 
2(a+d) 2(b+d) 

+ Ь + 2d) = 2(а + d) (Ь + d) {::} d = J а2 ; ь2 • 
В а С 

d 

А ь D 

Рис. 5.2д 

ВР СО а 
б) Из доказанного в п. а) следует, что АР ОА Ь; 

BL Va ВМ ВЕ h1 Ь+d - = -· - = 1· - = - =--.Теперь достаточно за-
LА VЬ' МА ' ЕА h2 a+d 

а уа 
метить, что при а:( Ь выполняются неравенства - :( . п :( 

Ь vb 
Ь+d :( 1 :(--,поэтому отрезки PQ, LN, МК и EF расположе-
а+d 

ны так, как показано на рис. 5.2д. Следовательно, обозна-

чая их длины через h, g, т и d соответственно, получим 
h :( g :( т :( d, причём равенство достигается тогда и толь
ко тогда, когда а = Ь (то есть когда трапеция является 

параллелограммом). 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 5.3. В равнобокую трапецию ABCD, основания 
которой ВС и AD имеют длины а и Ь соответственно, впи
сана окружность. ВН - высота трапеции, G - основание 

перпендикуляра, опущенного из точки Н на сторону АВ. 

а) Докажите, что длины отрезков АВ, ВН и BG явля
ются средним арифметическим, средним геометрическим 

и средним гармоническим чисел а и Ь соответственно; 

б) используя эти отрезки, докажите неравенство для 

указанных средних величин и укажите, в каком случае 

достигается равенство. 
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Задача 5.4. На луче с началом D отложены отрезки 
DA =а и DB = Ь, где а< Ь. Затем проведены окружность 
с диаметром АВ и касательная DP к этой окружности. 

а) Выполнив чертёж и проведя дополнительные постро

ения, найдите отрезки, длины которых равны четырём 

классическим средним чисел а и Ь; 

б) используя найденные отрезки, докажите неравенст

во для средних. 

Задача 5.5. Две окружности с диаметрами а и Ь каса
ются внешним образом. 

а) Докажите, что отрезок их общей касательной, кон

цами которого являются точки касания, равен среднему 

геометрическому чисел а и Ь; 

б) докажите, что расстояние от точки касания окруж

ностей до общей касательной равно половине среднего гар

монического чисел а и Ь. 

Задача 5.6. Окружности с диаметрами а и Ь не имеют 
общих точек, а отрезок их общей внешней касательной, 

концами которого являются точки касания, равен средне

му арифметическому диаметров. Докажите, что расстоя

ние между центрами окружностей равно среднему квадра

тичному диаметров. 

Задача 5.7. Используя результаты, полученные в зада
чах 5.5 и 5.6, докажите неравенства о средних. 

Ответы и решения 

Задача 5.3. Пусть а< Ь (см. рис. 5.3). 
а) 1) Так как трапеция - описанная, то AB+CD = ВС+ 

а+Ь + AD. Кроме того, АВ = CD, поэтому, АВ = -
2
-. 

Ь-а 2) Так как АН= -
2
-, из прямоугольного треугольни-

ка АВН по теореме Пифагора получим 

вн2 = (а ; ь) 2 ( Ь ; а) 2 = аЬ. 

Следовательно, ВН = y(iij. 
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3) Для прямоугольного треугольника АВН с высотой 
HG используем одно из соотношений о среднем пропорци-

ВН2 2аЬ 
анальном, уже рассмотренное ранее: BG = -- = --; 

АВ а+Ь 
б) Неравенство BG ~ ВН ~ АВ выполняется, так как 

в любом прямоугольном треугольнике катет меньше гипо

тенузы. Равенство достигается, если а = Ь, то есть трапе
ция становится квадратом. 

в а с лf1·· ...... . 
G 

D А\ С О в 

А н ь D 

Рис. 5.3 Рис. 5.4 

Задача 5.4. а) Пусть О - середина отрезка АВ, ОМ -
радиус окружности, перпендикулярный АВ, С - основа

ние перпендикуляра, опущенного из точки Р на прямую 

АВ (см. рис. 5.4). 
Ь-а а+Ь 

l)DO=DA+AO=a+- = -. 
2 2 

2) По теореме о касательной и секущей: DP2 = DB х 
х DA = аЬ, то есть DP = VёiБ. 

DP2 

3) Из прямоугольного треугольника DPO: DC = DO = 
2аЬ 

а+Ь 
4) Из прямоугольного треугольника DOM получим, что 

(а+ь)
2 (Ь-а)2 а2 +Ь2 

DM2 = D02 + ОМ2 = -
2

- + -
2

- = --
2
-, то есть 

- Ja2 +ь2 DM- --. 
2 

б) Так как DC < DP < DO < DM, то 2аь < VёiБ < 
а+Ь 

а+Ь Ja2 +ь2 
< -- < --- (в данном случае а i- Ь по условию). 

2 2 
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Задача 5.5. Пусть АВ - общая касательная к окруж

ностям с центрами 01 и 0 2 , которые касаются в точке К 

(см. рис. 5.5). Тогда О1АВО2 - прямоугольная трапеция, 
а ь а+ь 

О1А = 2' О2В = 2' 0102 = - 2-. 

а) Проведём О1М J_ О2В, тогда, учитывая то, что 

О1АВМ - прямоугольник, а 01 О2М - прямоугольный 
Ь-а 

треугольник, получим О2М = -
2
-, 

AN О1К а 
б) Пусть KN J_ АВ, тогда NB = 02к = ь, значит, каж-

дая диагональ трапеции делится точкой пересечения с от

резком KN в таком же отношении. Поэтому KN прохо

дит через точку пересечения диагоналей, значит, KN = 
201А · О2В аЬ 

О1А+О2В а+ Ь 

в 

-м 

А в 

Рис. 5.5 Рис. 5.6 

Задача 5.6. Аналогично предыдущей задаче, рассмат
ривая прямоугольную трапецию 01АВО2 (см. рис. 5.6), по-

лучим 0102 = J01M2 +02M2 = Jc;a) 2 
+ с~а) 2 

= 

= Va2; ь2. 
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Га2+11" а+Ь 
Задача 5.7. 1) у~= 0102;?: АВ = - 2- (см. зада-

чу 5.6). 
а+Ь r::z. 2) -

2
- = 0102;?: АВ = vab (см. задачу 5.5). 

3) Рассмотрим прямоугольную трапецию О1АВО2 из за
дачи 5.5 и симметричную ей относительно прямой АВ тра
пецию О~АВО2 (см. рис. 5.7). Тогда 0102020~ - равнобо
кая трапеция. В эту трапецию можно вписать окружность, 

так как 010~ + 0202 =а+ Ь = 0102 + 0~02. Центр О этой 
окружности - середина отрезка АВ, значит, 020 - бис

сектриса острого угла этой трапеции. Тогда из равенства 

треугольников ОО2В и ОО2К получим, что ОК l_ 0102, то 
есть К - точка касания вписанной окружности с боковой 

стороной. Длина любой хорды окружности не больше диа

метра этой окружности, поэтому 2аЬ = 2KN:::::; АВ = М. 
а+ь 

в 

Рис. 5.7 

01 
2 

Можно также использовать задачи Д34, Д40, Д57, Д82, Д85, Д86. 
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Занятие 6 

Среднее арифметическое. Разностные треугольники 

На этом занятии будут рассмотрены геометрические задачи, в усло

вии или в ответе которых содержится среднее арифметическое двух ве

личин. Некоторые из них уже были рассмотрены в занятии 5. Много 
таких задач возникает также при рассмотрении особого вида треуголь

ника, который принято называть разностным (термин ввел И. А. Куш

нир ). 

Определение. Треугольник, одна из сторон которого .яв

ляете.я средним арифметическим двух других, назы

ваете.я разностным (иначе говор.я, разностным тре

угольником называете.я треугольник, стороны которого 

составляют арифметическую прогрессию). 

Очевидно, что разностным .являете.я, например, равно

сторонний треугольник. 

Разностные треугольники обладают рядом интерес

ных свойств, часть которых мы рассмотрим. Для всех за

дач этого занятия условимся стандартно обозначать дли

ны сторон треугольника АБС (ВС =а, АС= Ь, АВ =С); 

Пусть I и r - центр и радиус вписанной окружности этого 

треугольника, hь - высота треугольника, проведённа.я из 

вершины В; W - точка пересечения луча BI и описанной 
окружности треугольника АБС. Если АБС - разностный 

а+с 
треугольник, то Ь = -

2
- (а::::; Ь::::; с). 

Предварительно рассмотрим задачу, которая отражает 

один из важных фактов геометрии треугольника. Полу

ченный результат будет использоваться как при решении 

некоторых задач этого занятия, так и при решении других 

задач. 
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Задача 6.1. Докажите, что в любом треугольнике АБС 
выполняется равенство WI = WA = WC. 

Доказательство. Так как БW - биссектриса угла АБС, 

равны дуги WA и WC, а значит, равны и стягивающие их 
хорды, то есть WA = WC (см. рис. 6.1). Докажем теперь, 
что WI = WA. 

Пусть LБАС = а; LАБС = {3, 

тогда LIAБ = ~' LIБA =~·Угол 
AIW - внешний для треугольни-

ка АIБ, значит, LAIW = ~ + ~· 
а 

Кроме того, LWAC = LWБC = "2 
(свойство вписанных углов), по

этому LIAW = LIAC + L:W АС = 

= _:: + !!._. Следовательно, L:AIW = 
2 2 

= L:IAW, то есть WI = WA. 

w 
Рис. 6.1 

Доказанное утверждение часто называют теоремой 

о «трилистнике». Отметим, что из этой теоремы следу

ет, что точка W является центром окружности, описанной 
около треугольника AIC. Кроме того, на этой же окруж
ности лежит центр Q вневписанной окружности треуголь
ника АБС, касающейся стороны АС (так как Q - точка 

пересечения луча БI и биссектрисы внешнего угла А тре

угольника АБС, которая перпендикулярна AI). 

Рассмотрим основные свойства разностного треуголь

ника. 

Задача 6.2. Докажите, что в разностном треугольнике 
1 

АБС: а) БI = IW; б) r = -hь. 
3 

Доказательство. а) Опустим из точки I перпендикуляр 
IN на сторону БС, а из точки W - перпендикуляр WK 
на сторону АС (см. рис. 6.2). Так как N - точка касания 

стороны треугольника и вписанной окружности, БN = р -
1 

-Ь = 2 ь = АК. Кроме того, L:CБW = LCAW. Тогда !':c,БJN = 

= /':c,AWK (по катету и острому углу), следовательно, БI = 
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= AW. По теореме «трилистника» WA = WI, то есть BI = 
= IW, что и требовалось; 

б) r = ~ = Ьhь = Ьhь = ! hь. 
р а+ Ь +с 3Ь 3 

А 

w 

Рис. 6.2 

Докажем, что эти утверждения являются также и при

знаками разностного треугольника, то есть если в тре

угольнике выполнено любое из этих соотношений, то он 

является разностным. 

Действительно, утверждение, обратное а), доказывает

ся рассуждениями, аналогичными доказательству утвер

ждения а), при этом равенство прямоугольных треуголь

ников BIN и AWK будет обеспечено равенством их гипоте
нуз и тех же соответствующих острых углов, а доказатель

ство утверждения, обратного б), можно, например, прове

сти так: Ь = 28 = (а+ Ь + c)r = а+ Ь +с {::} Ь = а+ с. 
hь hь 3 2 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 6.3. Докажите, что треугольник АВС является 
разностным тогда и только тогда, когда: 

а) прямая IM, где М - центр тяжести треугольника, 

параллельна стороне АС; 

б) сторона АС пересекает отрезок IW в его середине; 
в) середина стороны и основание высоты, проведённой 

к этой стороне, симметричны относительно точки касания 

этой же стороны и вписанной окружности; 
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г) высота треугольника равна радиусу вневписанной 

окружности, касающейся той стороны, к которой прове

дена высота; 

д) точка касания вневписанной окружности со сторо

ной треугольника и основание высоты, проведённой к этой 

стороне, симметричны относительно основания биссектри

сы, проведённой к этой же стороне. 

Задача 6.4. Среди прямоугольных треугольников ука
жите все, являющиеся разностными, и докажите, что раз

ностью арифметической прогрессии (а; Ь; с) является ра

диус вписанной в этот треугольник окружности. 

Задача 6.5. Докажите, что в разностном треугольнике 
АБС: 

а) вершина В, центры О и I описанной и вписанной 
окружностей и середины сторон АВ и ВС лежат на одной 

окружности; 

б) прямая IM, где М - центр тяжести треугольника, 

является касательной к этой окружности. 

Задача 6.6. Докажите, что в разностном треугольни
ке АБС центр I вписанной окружности является центром 
окружности, описанной около треугольника A'LC', где 

L - основание биссектрисы, проведённой из вершины В, 

А' и С' - середины сторон ВС и АВ соответственно. 

Задача 6. 7. В разностном треугольнике АБС продол
жение биссектрисы BL пересекает описанную окружность 
в точке W, Т - основание перпендикуляра, опущенного 

из точки W на сторону АВ. Докажите, что: а) ВТ= АС; 

б) AL = ~АВ. 

Ответы и решения 

Задача 6.3. Пусть прямая IM пересекает высоту ВЕ 
треугольника АБС в точке Р; L - основание биссектрисы, 

проведённой из вершины В, D - основание перпендику

ляра, опущенного из точки I на сторону АС (см. рис. 6.3). 
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_________ в 

А 

W D' Е' 

Рис. 6.3 

а+ с 1 1 
а) Если в треугольнике Ь = -

2
-, то ID = r = 3hь = 3БЕ 

(см. задачу 6.2б), тогда из подобия треугольников LID и 
1 1 

LБЕ получим, что IL = ЗБL. Учитывая, что МК = ЗБК, 

получим, что IM 11 АС. Обратно, если IM 11 АС, то r = ID = 
1 1 1 = РЕ = 3БЕ = зhь, так как МК = 3Бк. Таким образом, 

треугольник АБС - разностный. 
а+с 

б) Если Ь = -
2
-, то KW = IN = r = ID (см. зада-

чу 6.2а), поэтому 6.WLK = 6.ILD (по катету и острому уг
лу), следовательно, IL = LW. Обратно, из равенства этих 
же треугольников по гипотенузе и острому углу следует, 

что KW = ID = r = IN. Тогда 6.БIN = 6.AWK (по катету 
и острому углу), следовательно, БI = AW = IW, то есть 
треугольник АБС - разностный. 

а+с 1 
в) Если Ь = -

2
-, то IL = LW = 2БI. Следователь-

но, KL = DL (из равенства прямоугольных треугольников 
LD LI 1 

WKL и IDL) и - = - = - (по теореме о пропорциональ-
DЕ IB 2 

ных отрезках). Таким образом, DK = DE, что и требова-
лось. Обратно, пусть D - середина отрезка КЕ, тогда ор-
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тогонально спроектируем точки К, D и Е на касательную 
к описанной окружности в точке W (см. рис. 6.3). Так как 
I D' 11 ВЕ', для их проекций - точек W, D' и Е' соответ
ственно выполняете.я равенство D'W = D' Е'. Следователь
но, точка I - середина отрезка BW, то есть треугольник 
АВС - разностный. 

г) Вычислим площадь данного треугольника двум.я спо-
1 .• 

собами: S = 2ьhь и S = (р - Ь)rь. Следовательно, Ьhь = 
а+с = (а+ с - Ь)rь. Тогда если hь = rь, то Ь = -

2
-, то есть тре-

v б Ь а+с h угольник - разностныи; о ратно, если = -
2
-, то ь = rь. 

д) Поскольку центр вневписанной окружности, касаю

щейся стороны АС, лежит на луче BL, симметрия точки 
касания и основания высоты относительно точки L равно
сильна симметрии центра и вершины В относительно L, 
а значит, равносильна утверждению задачи п. г). 

Задача 6.4. Пусть 

{ 

а2 + ь2 = с2' 

Ь = а+с 
2 ' 

а2 + 2ас + с2 тогда выполняете.я равенство а2 + 
4 

= с2 ~ 3с2 -

- 2ас - 5а2 =О. Реша.я полученное квадратное уравнение 
5 

относительно с, получим с = 3а или с = -а < О. Зна-

чит, Ь =~а, то есть треугольник - египетский. Тогда его 

а+Ь-с 
радиус вписанной окружности r = ---

2 
а = З = Ь - а, что и требовалось. 

4 5 
а+ 3а- 3а 

2 

Задача 6.5. а) Пусть точки А' и С' - середины сто

рон ВС и АВ соответственно (см. рис. 6.5). Проведём диа
метр BF описанной окружности и рассмотрим гомотетию 

1 
с центром В и коэффициентом 2. Тогда образом описан-
ной окружности, являете.я окружность ы, проходящая че-
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рез вершину Б, а образами точек А, F и С, лежащих на 
описанной окружности, являются точки А', О и С' соот
ветственно. Пусть W - точка пересечения луча БI и опи

санной окружности. Так как АБС - разностный треуголь

ник, БI = IW, значит, при той же гомотетии образом точ
ки W является точка I, лежащая на окружности 6J; 

w 

Рис. 6.5 

б) касательная к описанной окружности, проходящая 

через точку W, параллельна АС, её образом при гомоте-
1 

тии с центром и коэффициентом 2 является касательная 
к окружности 6J в точке I, которая также параллельна АС, 
значит, это прямая IM. 

Задача 6.6. Пусть прямая БL пересекает описанную ок
ружность треугольника АБС в точке W (см. рис. 6.6). Так 
как I - середина БW, IC' - средняя линия треугольни-

1 
ка БWА, значит, IC' = 2wA. Аналогично IA' - средняя 

1 
линия треугольника БWС, значит, IA' = -WC. Кроме то-

2 
1 

го, IL = 2 WI (см. задачу 6.3б). По теореме «трилистника» 

WA = WI = WC, поэтому IC' = IA' = IL, что и требовалось. 
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/~I 

А с 

w w 

Рис. 6.6 Рис. 6.7 

Задача 6.7. а) Пусть К - середина АС (см. рис. 6. 7), 
тогда, так как L:ABW = L:CBW = L:CAW, прямоугольные 

вт 
треугольники BTW и АКW подобны. Следовательно, АК = 

BW = -. В разностном треугольнике BW = 2WI = 2AW, 
AW 

значит, ВТ= 2АК =АС, что и требовалось; 
~ AL ВА 

б) по своиству биссектрисы треугольника CL = ВС (см. 
рис. 6. 7). Пусть AL = х, тогда CL = Ь - х. Таким образом, 
х с Ьс -- = - {::} ах = Ьс - сх {::} х = --. Так как треуголь-

Ь - х а а+с 
~ а+с 1 

ник АБС - разностныи, Ь = -
2
-, значит, х = 2 с, что и 

требовалось. 

Можно также использовать задачи Д38-Д50а, Д82, Д83. 
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Занятие 7 

Среднее геометрическое 

На этом занятии будут рассмотрены геометрические задачи, в усло

вии или в ответе которых содержится среднее геометрическое двух ве

личин. Конфигураций, в которых возникает среднее геометрическое, 

очень много, некоторые из них были рассмотрены в занятии 5. В пред
лагаемом занятии выделено ещё несколько типичных конфигураций, 

связанных со средним геометрическим. 

Напомним-, что в любой школьный курс планиметрии 

входит несколько теорем, в условии которых содержит

ся среднее геометрическое (пропорциональное) двух вели

чин. 

Прежде всего, это соотношения между отрезками 

в прямоугольном треугольнике, которые уже использова

лись в занятии 5 (см. рис. 7а): 

с 

ь/1\а 
L~\ 
А с D В 

Рис. 7а 

1) Каждый катет является средним пропорциональ
ным .между гипотенузой и своей проекцией на гипотену

зу: а2 = с· ас и Ь2 = с· Ьс. 
2) Высота, провёденная к гипотенузе является сред

ним пропорциональным проекций катетов на гипотену

зу: h2 =ас·Ьс. 
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Кроме того, напомним теорему о касательной и секу

щей (см. рис. 7б): если из точки, лежащей вне окружно

сти, проведены к этой окружности касательная и секу

щая, то длина отрезка касательной есть среднее геомет

рическое между длинами секущей и её внешней части: 

АК2 =АБ·АС. 

А 

Рис. 7б 

Доказательства этих утверждений можно найти в любом школь

ном учебнике геометрии, поэтому здесь они не приводятся. Отметим, 

что при доказательстве этих фактов (как и в большинстве задач, свя

занных со средним пропорциональным в геометрии) используется по

добие треугольников. Ещё отметим, что справедливы и утверждения, 

обратные к рассмотренным теоремам, и их можно доказать, также ис

пользуя подобие треугольников. 

В качестве примера геометрической конфигурации, 

связанной со средним пропорциональным, рассмотрим не

сколько способов решения одной задачи. 

Задача 7.1. В треугольнике АБС: R 1 и R 2 - радиусы 

окружностей, проходящих через вершину С и касающих

ся прямой АБ в точках А и Б соответственно. 

а) Найдите радиус окружности, описанной около треу

гольника АБС. 

б) Пусть D - вторая точка пересечения данных окруж

ностей. Найдите радиус окружности, описанной около тре

угольника АБD. 

Решение. а) Пусть 0 1 и 0 2 - центры окружностей, за

данных в условии задачи, О - центр окружности, опи

санной около треугольника АВС, R - её радиус (см. рис. 

7.la, б). 
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Первый способ. Проведём отрезки, соединяющие точ

ку О со всеми вершинами треугольника АБС, точку 01 -
с вершинами А и С, а точку 02 - с вершинами В и С 

(см. рис. 7.la). Угол САВ является вписанным для окруж
ности с центром О и углом между касательной и хордой 

для окружности с центром 0 1 , значит, центральные углы 

этих окружностей, опирающиеся на соответствующие ду

ги, равны: L.COB = L.C01A. Таким образом, равнобедрен-
R ВС 

ные треугольники СОВ и СО1А подобны, откуда - = -. 
R1 АС 

Рис. 7.la 

---~'02 

:R\ 
• f 

Аналогично L.COA = 2L.CBA = L.C02B, то есть подоб
R2 ВС 

ны треугольники СО2В и СОА, значит, - = -. Таким 
R АС 

образом, .!!.._ = R2
, значит, R = v'R1R2 (то есть, искомый 

R1 R 
радиус является средним геометрическим данных радиу-

сов). 

Второй способ. Проведём диаметры АА1 и ВВ1 окруж
ностей с центрами 01 и 0 2 соответственно, перпендику

лярные прямой АВ (см. рис. 7.lб). Треугольник А1СА -
прямоугольный, значит, L.CA1A = L.CAB (каждый из них 

АС 
дополняет угол САА1 до прямого угла). Поэтому----

sшL:CAB 

= 2R1 • Аналогично, используя прямоугольный треуголь-

в св вс -- 2R2. ник 1 ' получим, что ---
sin L:CBA 
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Перемножим полученные равенства почленно, тогда 

АС·ВС _ 4R R 
- 1 2· 

sin L:CAB · sin L:CBA 

По следствию из теоремы синусов для треугольника 

Аве АС -- 2R и ВС 2R П = . осле перемножения 
sin L:CBA sin L:CAB 

АС·ВС 2 
этой пары равенств получим А = 4R . Ta-

sin L:CAB · sin L:CB 
ким образом, R2 = RiR2, поэтому R = )R1R2. 

В1 

Рис. 7.lб 

Отметим, что равенство двух пар углов, отмеченных на рис. 7.lб, 

можно было получить, не проводя диаметры, а используя теорему об 

угле между касательной и хордой. 

А Е в 

Рис. 7.lв 
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б) Пусть R' - искомый радиус. Используя теорему об 

угле между касательной и хордой, получим, что LDAB = 
= L_DCA и L_DBA = L_DCB (см. рис. 7.lв). Тогда L_ADB = 
= 180° - (L_DAВ + L_DBA) = 180° - (L_DCA + L_DCB) = 180° -
- L_ACB. По следствию из теоремы синусов для треуголь-

АВ АВ 
пиков ABD и АВС получим R' = 

2 sin L.ADB 2 sin LACB 
= R = vR1R2. 

Кроме того, можно доказать, что точка Е пересечения 

прямых АВ и CD является серединой отрезка АВ и в этом 
рассуждении нам опять поможет среднее геометрическое. 

Действительно, по теореме о касательной и секущей, при

менённой к каждой окружности, получим ЕА 2 = ЕС · ED 
и ЕВ2 = ЕС · ED, поэтому ЕА =ЕВ. 

Таким образом, рассмотренная геометрическая конфи

гурация буквально «нашпигована» средними пропорцио

нальными величинами! 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 7.2. В трапецию вписана окружность, точка ка
сания которой с боковой стороной делит эту сторону на от

резки с длинами тип. Найдите радиус окружности. 

Задача 7 .3. Медиана прямоугольного треугольника, 
проведённая к гипотенузе, является средним пропорцио

нальным его катетов. Найдите отношение катетов этого 

треугольника. 

Задача 7 .4. На диагонали BD параллелограмма ABCD 
выбрана точка К. Прямая АК пересекает прямые ВС и CD 
в точках L и М соответственно. Докажите, что отрезок АК 
является средним геометрическим отрезков LK и КМ. 

Задача 7.5. Продолжение биссектрисы BL треугольни
ка АВС пересекает его описанную окружность в точке W. 
Докажите, что отрезок AW является средним геометриче
ским отрезков BW и WL. 

Задача 7 .6. В остроугольном треугольнике АВС на вы
соте АН выбрана точка О так, что окружность с центром О 
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проходит через вершины А и В и пересекает сторону АС 

в некоторой точке D. Докажите, что сторона АВ является 
средним пропорциональным отрезков АС и AD. 

Задача 7. 7. В трапеции АВСD боковая сторона АВ пер
пендикулярна основанию AD. Окружность проходит через 
точки С и D и касается отрезка АВ в точке Е. Найдите рас
стояние от точки Е до прямой CD, если ВС =а, AD = Ь. 

Задача 7 .8. Трапеция ABCD разделена диагоналями на 
четыре треугольника. Площади треугольников, прилежа

щих к основаниям, равны 81 и 82. Найдите площади двух 
других треугольников. 

Ответы и решения 

Задача 7 .2. Ответ: .;тп. 
Пусть О - центр окружности, вписанной в трапецию 

ABCD, К - точка касания этой окружности с боковой сто

роной АВ (см. рис. 7.2). Так как АО и ВО - биссектри

сы углов трапеции, L_OAB + L_OBA = 90°, следовательно, 
L_AOB = 90°, то есть треугольник АОВ - прямоугольный. 

Радиус ОК вписанной окружности является высотой, про

ведённой к гипотенузе этого треугольника, следовательно, 

ок2 = КА х кв = тп. 
в 

в с 

а 

о 

D с ь А 

Рис. 7.2 Рис. 7.3 

Задача 7 .3. Ответ: отношение меньшего катета к боль
шему равно 2 - JЗ. 

Пусть в прямоугольном треугольнике АБС длины ка

тетов равны а и Ь, а длина гипотенузы равна с. Если М -
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с 
середина гипотенузы АВ, то СМ = - (см. рис. 7.3). По 

2 

условию ( ~) 
2 

= аЬ, кроме того, с2 = а2 + Ь2 • Следователь
но, а2 + Ь2 = 4аЬ {::} а2 - 4аЬ + Ь2 = О. Разделив обе части 

этого уравнения на Ь2 и введя обозначение~= х, получим 

квадратное уравнение х2 -4х+1 =О. Его корни: х = 2±v'3. 

Отметим, что отношения катетов выражают тангенсы острых углов 

данного прямоугольного треугольника. Пользуясь тригонометрически

ми формулами половинного аргумента, можно показать, что острые уг

лы данного треугольника равны 15° и 75°. 

Задача 7.4. Так как L:.ABK rv L:.MDK (по двум углам), 
АК ВК 

то - = - (см. рис. 7.4). Аналогично L:.ADK rv L:.LBK, 
КМ KD 

АК KD 
следовательно, - = - . Перемножив полученные равен-

КL ВК 

АК2 

ства почленно, получим, что КМ. KL = 1 {::} АК2 = LK ·КМ, 
что и требовалось доказать. 

w 

Рис. 7.4 Рис. 7.5 

Задача 7.5. Рассмотрим треугольники AWL и BWA (см. 
рис. 7.5). Так как угол AWB у них общий и LWAL = 

AW WL 
= LABW, эти треугольники подобны. Значит, BW = WA, 

откуда AW2 = BW · WL, что и требовалось доказать. 

Можно обратить внимание школьников на то, что полученное соот

ношение является обобщением соотношения 1) между отрезками в пря
моугольном треугольнике. 
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Задача 7.6. Через вершину А проведём касательную 
МА к данной окружности (см. рис. 7.6). Так как МА J_ 

_l_ АН, то МА 11 ВС, и тогда L.BCA = L.MAD = L.DBA 
(последнее равенство следует из теоремы об угле между 

касательной и хордой). Следовательно, 6АВС "' 6ADB 
АВ АС 2 

(по двум углам), поэтому AD = АВ {::} АВ =АС· AD, что 

и требовалось. 

Отметим, что равенство углов ВСА и DBA можно доказать также 
непосредственным подсчётом углов (без дополнительного построения). 

А м в 

', 

Е 

А D 
в н с 

Рис. 7.6 Рис. 7.7 

Задача 7.7. Ответ: vГаЬ. 
Пусть F - основание перпендикуляра, опущенного из 

точки Е на прямую CD (см. рис. 7. 7). По теореме о равен
стве вписанного угла и угла между касательной и хордой 

L.EDF = LCEB и L.ECF = L.DEA. Тогда прямоугольные 
EF DE 

треугольники EDF и СЕВ подобны, значит, ВС = СЕ. Ана-

логично, из подобия прямоугольных треугольников ECF 
EF СЕ 

и DEA получим, что AD = DE. Перемножив почленно по-

ЕF2 
лученные равенства, получим = 1, следовательно, 

BC·AD 
EF = М. 

Задача 7.8. Ответ: vS1S2. 
Пусть ABCD - данная трапеция, О - точка пересече

ния её диагоналей, площади треугольников ВОС и AOD 
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равны 81 и 82 соответственно (см. рис. 7.8). Обозначим 
площади треугольников АОВ и COD, прилежащих к бо-

81 ос 
ковым сторонам, через 83 и 84. Заметим, что 

83 
- ОА, 

так как у этих треугольников одна и та же высота, про-

.. В А 82 ОА П 
веденная из точки . налогично - = - . еремножив 

84 ос 
почленно эти равенства и избавившись от знаменателя, по-

лучим 8 1 · 8 2 = 8 3 · 84 (отметим, что полученное равен
ство справедливо не только для трапеции, но и для лю

бого выпуклого четырёхугольника). Докажем, что в тра

пеции 83 = 84. Действительно, 83 = 8АВс - 81, а 84 = 
= 8Dвс -81 . Кроме того, треугольники АВС и DBC имеют 
равные площади, поскольку основание ВС у них общее, 

а высоты, проведённые из точек А и D, равны. Таким об
разом, 83 = 84 = J8182. 

Рис. 7.8 

Отметим, что в этом случае площадь трапеции ABCD равна 8 1 +82+ 
ГсГёГ Гс< /СГ 2 s 1 + s 2 ГсГёГ + 2vo102 = (vS1 + vS2) . Кроме того, так как 2 ): vS1S2, сум-

ма площадей треугольников АОВ и COD меньше, чем сумма площадей 
треугольников ВОС и AOD (равенство будет возможно только в том 
случае, когда АВСD - параллелограмм). 

Можно также использовать задачи Д25 (в общем виде), Д50б-Д62. 
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Занятие 8 

Среднее гармоническое. 

Гармонические треугольники 

На этом занятии будут рассмотрены геометрические задачи, в усло

вии или в ответе которых содержатся среднее гармоническое двух ве

личин. Некоторые из конфигураций, в которых возникает среднее гар

моническое, уже рассмотрены в занятии 5. В предлагаемом занятии 
выделено ещё несколько типичных конфигураций, связанных со сред

ним гармоническим. Несколько таких задач возникает при рассмотре

нии особого вида треугольника, который иногда называют гармониче

ским (термин ввел И.А. Кушнир). 

Определение. Треугольник, одна из сторон которого яв

ляется средним zармоническим двух других, называ

ется zармоническим. 

Очевидно, что гармоническим является, например, 

равносторонний треугольник. 

Для всех задач этого занятия условимся стандартно 

обозначать длины сторон треугольника АВС (ВС = а, АС = 
= Ь, АВ =с); ha, hь и hc - высоты треугольника, прове

дённые к соответствующим сторонам; S - его площадь. 

Если АВС 

(а:::; Ь:::; с). 

2ас 
zармонический треугольник, то Ь = 

а+с 

Основное свойство и признак zармоническоzо треу-

гольника устанавливает его связь с разностным треуголь

ником (см. занятие 6), используя то, что высоты треуголь
ника обратно пропорциональны соответствующим сторо

нам. 

Задача 8.1. Докажите, что треугольник АВС является 
гармоническим тогда и только тогда, когда: а) треуголь-
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ник, составленный из его высот, является разностным; 

б) отрезок, соединяющий основания двух биссектрис тре

угольника, делит пополам медиану. 

Доказательство. 
1+1 28 + 28 

а) ь = 2ас ~ _! = а с ~ 28 = а с ~ hь = ha + hc. 
а+с Ь 2 Ь 2 2 

б) Предварительно докажем лемму: точка принадле

жит отрезку, соединяющему осповапия двух биссектрис 

треугольника, тогда и только тогда, когда сумма рас

стояний от этой точки до двух сторон треугольника 

равна расстоянию от пеё до третьей стороны. 

Действительно, пусть АК и CL - биссектрисы треу

гольника АБС, точка Х - внутренняя точка этого тре

угольника, точки D, Е и F - основания перпендикуляров, 

опущенных из Хна стороны АБ, ВС и АС соответственно 

(см. рис. 8.la.) 

в в 

А F с А м с 

Рис. 8.la Рис. 8.lб 

Пусть точка Х лежит на отрезке KL. Рассмотрим гомо-
КХ 

тетию с центром К и коэффициентом k = KL . Образами 

вершин А, Б и С данного треугольника при этой гомоте

тии являются вершины А', Б' и С' треугольника, стороны 

которого соответственно параллельны сторонам треуголь

ника АБС; образами точек D и F - точки Х и Р соот

ветственно. Кроме того, образом биссектрисы CL треуголь
ника АБС является биссектриса СХ треугольника А' Б' С'. 

Следовательно, точка Х равноудалена от сторон С' А' и С' Б' 
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треугольника А'В'С', то есть ХР = ХЕ. При этом точка 
А' лежит на биссектрисе угла ВАС, значит, прямые А'В' 
и А'С' равноудалены от АВ и АС, то есть XD = PF. Таким 
образом, XF = ХР + PF =ХЕ+ XD, что и требовалось. 

В обратную сторону рассуждение проводится аналогично, посколь

ку биссектриса угла есть геометрическое место точек, равноудалённых 

от сторон угла. 

Докажем теперь само утверждение. Из п. а) следует, 

ь 2ас hь ha hc 
что = -- {::} - = - + - ( * ). Пусть отрезок KL, соединя-

а +с 2 4 4 
ющий основания биссектрис АК и CL, пересекает медиа
ну ВМ в точке Х (см. рис. 8.lб). Заметим, что расстояния 

от точки М до прямых АВ и АС равны ~ и ~ соответ
ственно. Тогда если ВХ =ХМ, то расстояния от точки Х 

hc ha 
до этих же прямых соответственно равны 4 и 4 , а рас-

стояние от Х до АС равно ~ , то есть выполняется равен
ство ( *) и треугольник АВС - гармонический. Обратно, 

если треугольник АВС - гармонический, то для середины 

Q медианы ВМ выполняется равенство(*), тогда полем
ме точка Q лежит на отрезке KL и совпадает с точкой Х, 
что и требовалось доказать. 

В заключение отметим, что многие задачи, в которых «возникает» 

среднее гармоническое, так или иначе связаны с биссектрисами тре

угольника и их свойствами. 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 8.2. Докажите, что треугольник АВС является 
гармоническим тогда и только тогда, когда выполняются 

равенства: 

L_B 
а) lь = Ь · cos 2 , где lь - биссектриса треугольника, 

проведённая из вершины В; 

б) Ь ·ВТ = lь · BW, где W - точка пересечения этой бис

сектрисы с окружностью, описанной около треугольника 
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АВС, Т - основание перпендикуляра, опущенного из точ

ки W на прямую АВ. 
Задача 8.3. В треугольник вписан ромб так, что они 

имеют общий угол. Докажите, что полупериметр ромба ра

вен среднему гармоническому сторон треугольника, на ко

торых лежат стороны ромба. 

Задача 8.4. Точки М и N - середины оснований AD 
и ВС трапеции ABCD; К - точка пересечения прямых 

АВ и CD, О - точка пересечения диагоналей. Докажите, 

что отрезок КО является средним гармоническим отрезков 

КМиКN. 

Задача 8.5. В треугольнике АВС проведена биссектри
са AD, а биссектриса внешнего угла при вершине А пере
секает прямую ВС в точке Е. Докажите, что отрезок DE 
является средним гармоническим отрезков ВЕ и СЕ. 

Задача 8.6. В треугольнике АВС проведены биссектри
сы AD, ВЕ и CF. Лучи DF и DE пересекают прямую, про
ходящую через вершину А и параллельную ВС, в точках 

Ми N. Найдите MN, если АС= Ь, АВ =с. 
Задача 8. 7. Из точки М пересечения медиан треуголь

ника опущены перпендикуляры МК, ML и MN на его сто
роны. Докажите, что радиус r окружности, вписанной в 
этот треугольник, является средним гармоническим отрез

ков МК, ML и MN. 
Задача 8.8. Пусть в треугольнике АВС: Оь и Ос - цен

тры вневписанных окружностей, касающихся сторон АС и 

АВ соответственно, Со и Во - точки касания этих окруж

ностей с прямой ВС. Докажите, что прямые ОьВо и ОсСо 

пересекаются на середине высоты АН этого треугольника. 

Ответы и решения 

Задача 8.2. а) Утверждение непосредственно следует из 
формулы для вычисления биссектрисы треугольника: 

2ас L_B 
lь = -- · cos -. 

а+с 2 
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ВТ L_B 
б) Ь ·ВТ= lь · BW {::} lь = Ь · вw {::} lь = Ь · cos 2 (см. рис. 

8.2). 

w 

Рис. 8.2 

Очевидно, что утверждение останется верным, если отрезок BW 
проектировать на прямую ВС. 

Задача 8.3. Пусть точки D, Е и F расположены на сто
ронах АВ, ВС и АС треугольника АБС соответственно так, 

что ADEF - ромб (см. рис. 8.3). Из параллельности пря
мых DE и АС следует, что треугольники DBE и АБС по-

DЕ BD 
добны, значит, АС= АВ. Пусть х - длина стороны ромба, 

х с - х Ьс 
тогда - = -- {::} х = --. Следовательно, полупериметр 

ь с ь+ с 
2Ьс 

ромба равен --, что и требовалось доказать. 
ь+с 

в 

А Ь F с А м 

к 

Рис. 8.3 Рис. 8.4 

D 

Вместо подобия треугольников можно было использовать тот факт, 

что диагональ АЕ ромба является биссектрисой угла ВАС (см. рис. 8.3); 
BD ВЕ АВ 

тогда DA = ЕС =АС' 
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Задача 8.4. В любой трапеции точки М, N, К и О лежат 
на одной прямой (см. рис. 8.4). Через точку О проведём 
отрезок PQ, параллельный основаниям трапеции, и вос
пользуемся тем, что PQ является средним гармоническим 
оснований AD и ВС (см. задачу 5.2). Так как РО = OQ = 

1 
= 2PQ, отрезок РО является средним гармоническим от-

2АМ ·ВN 
резков АМ и BN, то есть РО = (*). Из подобия 

AM+BN 
КО РО 

треугольников КРО и КАМ следует, что -- =--,из по-
КМ АМ 

КО РО 
добил треугольников КРО и KBN следует, что KN = BN' 

Складывая почленно эти равенства и учитывая равенство 

* пол чим КО КО= РО РО = 2BN 2АМ = 2. 
( ), у КМ+ KN АМ + BN АМ + BN + АМ + BN 

2KM·KN 
Значит, КО= , что и требовалось доказать. 

KM+KN 

Отметим, что для получения равенства ( *) мы практически вос
пользовались очевидным свойством средних: если каждое из ч.исел 

некоторого набора умножить на одно и то же ч.исло, отлич.ное от 

нуля, то любое среднее нового набора ч.исел получ.ится из аналогич.

ного среднего исходного набора умножением на это же ч.исло. Для 

среднего арифметического это свойство было доказано (см. коммента

рий к задаче 2.2), а для других средних доказывается аналогично. 

Отметим также, что решение задачи можно оформить иначе, ис

пользуя это же свойство и пропорциональность соответствующих эле

ментов трёх подобных треугольников: ВКС, PKQ и АВС. Из указанно
го подобия следует, что KN: КО: КМ= ВС: PQ: AD. Это означает, 
что элементы одной тройки получаются из соответствующих элементов 

другой тройки умножением на одно и то же число. Но в правой тройке 

средний элемент равен среднему гармоническому крайних, значит, и 

в левой тройке - тоже. 

Задача 8.5. Воспользуемся основными свойствами 

внутренней и внешней биссектрис треугольника (см. рис. 
DB с ВЕ 

8.5): DC = ь =СЕ' Учитывая, что DB = ВЕ - DE, а DC = 
BE-DE ВЕ 

= DE - СЕ, получим DE _СЕ = СЕ {:} ВЕ ·СЕ - DE ·СЕ = 

= ВЕ · DE - ВЕ · СЕ {:} 2ВЕ · СЕ = DE · (ВЕ + СЕ) {:} DE = 
2ВЕ·СЕ 
----,что и требовалось доказать. 
ВЕ+СЕ 
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с 

в D с Е 

Рис. 8.5 

Отметим, что отрезок DE является диаметром окружности Апол
лония треугольника АБС, то есть геометрического места точек, отно

шение расстояний от которых до вершин В и С равно Е. 

2Ьс 
Задача 8.6. Ответ: MN = -- (среднее гармоническое 

ь+с 
чисел Ь и с). 

Выразим сначала отрезки BD 
и CD через стороны треугольни
ка (см. рис. 8.6). По основному 
свойству биссектрисы треуголь-

ВD с 
ни ка CD = ь, поэтому BD = kc, 

CD = kb (k - коэффициент про-

А 

порциональности). Так как BD+ В D С 
а + CD =а, то k = --. Следова- Рис. 8.6 

ь+с 

N 

ас аЬ 
тельно, BD = --, CD = --. Из подобия треугольни-

Ь+с Ь+с 

ков AF М и BF D и основного свойства биссектрисы тре-
АМ AF Ь v 

угольника следует, что BD = BF =~·Подставляя наиден-

Ьс 
ное значение BD, получим, что АМ = --. Аналогично 

ь+с 
из подобия треугольников AEN и CED и основного свой-

АN АЕ с 
ства биссектрисы треугольника следует, что CD = СЕ = ~· 

Подставляя значение CD, получим, что AN = ~ = АМ. 
ь+с 

2Ьс 
Значит, MN = -- . 

ь+с 

Задача 8.7. Докажем сначала равенство, связывающее 
высоты треугольника с радиусом вписанной окружности: 
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1 1 1 1 v 

- = - + - + - . Деиствительно, это равенство равносильно 
r ha hь hc 

28 28 28 28 
тому, что - = - + - + h {::} 2р = а + Ь + с. 

r ha hь с 

Пусть D - середина стороны ВС данного треугольни

ка АБС (см. рйс. 8. 7). Проведём высоту АН, тогда тре-
мк MD 

угольники MKD и AHD подобны, значит, АН = AD 

1 ( v = З по основному своиству меди-

ан треугольника). Таким образом, 

ha = 3МК. Аналогично получим, 
что hь = 3ML и hc = 3MN. Под
ставив это в доказанное равенство, 

1 1 1 
1 мк+ ML + MN 

получим - = ' что и 
r 3 

требовалось доказать. 

А 

в DK НС 

Рис. 8.7 

Рассмотренная задача является иллюстрацией среднего гармониче

ского трёх величин, что в планиметрии большая редкость! 

Задача 8.8. Заметим, что точки Оь и Ос лежат на бис
сектрисах вертикальных внешних углов треугольника при 

вершине А, то есть точка А лежит на отрезке ОьОс (см. 

рис. 8.8). 

Во в нс Со 

Рис. 8.8 

Значит, ОьОсВоСо - трапеция, и утверждение задачи 

равносильно тому, что отрезок АН, параллельный осно

ваниям трапеции, проходит через точку пересечения её 
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диагоналей. Таким образом, достаточно доказать, что ha = 
= 2 rьrc , где АН= ha, ОьСо = rь, ОсВо = rc (см. задачу 5.2). 

Т0 +Гс 

Действительно, 

2 1 1 28 s s 
-=-+- {:} -=-+- {:} 
ha rь rc ha rь rc 

{:} а = р - Ь + р - с {:} 2р = а + Ь + с. 

Приведённое рассуждение показывает, что утверждение задачи 

равносильно следующему факту: высота треугольника, проведённая 

к одной из сторон, является средним гармоническим радиусов вневпи

санных окружностей, касающихся двух других сторон треугольника. 

Можно также использовать задачи Д40, Д63-Д69а. 
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Занятие 9 

Среднее квадратичное. 

Автомедианные треугольники 

На этом занятии будут рассмотрены геометрические задачи, в усло

вии или в ответе которых содержится среднее квадратичное двух вели

чин. Некоторые из конфигураций, в которых возникает среднее квад

ратичное, уже рассмотрены в занятии 5. Много таких задач возникает 
также при рассмотрении особого вида треугольника, который иногда 

называют автомедианным (термин ввел С. И. 3етель). 

Определение. Треугольник, одна из сторон которого яв

ляется средпим квадратичпым двух других, называ

ется автомедиаппым. 

Очевидно, что автомедианным является, например, 

равносторонний треугольник. 

Прежде чем станет ясен смысл такого названия тре

угольника, условимся для всех задач этого занятия стан

дартно обозначать длины сторон треугольника АБС (БС = 
=а, АС= Ь, АБ =с); та, ть и те - медианы треугольни

ка, проведённые к соответствующим сторонам; М - точ

ка пересечения медиан, О - центр описанной окружно

сти. Если АБС - автомедиаппый треугольник, то Ь = 

= ~ (а~Ь~с). 
Теперь рассмотрим задачу, решив которую, мы сможем 

сформулировать основной признак автомедианного треу

гольника. 

Задача 9.1. Найдите зависимость между сторонами тре
угольника, если треугольник, составленный из его меди

ан, ему подобен. 
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Решение. Воспользуемся формулой для вычисления 

длины медианы треугольника: та = J2ь2 + 22с
2 

- а2 (её 
несложно вывести, достроив треугольник до параллело

грамма и используя тот факт, что сумма квадратов его 

сторон равна сумме квадратов диагоналей). 

С её помощью докажем, что большей стороне треуголь

ника соответствует меньшая медиана, и наоборот, боль

шей медиане соответствует меньшая сторона. Действи

тельно, рассмотрим разность квадратов двух медиан: 

2 2 2ь2 + 2с2 - а2 
та - ть = 4 

2а2 + 2с2 - ь2 

4 

Следовательно, Ь >а{:} ть < та. Таким образом, условие 
та ть те 

задачи равносильно выполнению равенства - = - = -
с Ь а 

(без ограничения общности можно считать, что а ::::; Ь ::::; с). 
т2 т2 

Его следствием является равенство -Т = -f, подставив 
с а 

в которое выражения для медиан и избавившись от зна-

менателя, получим 

~ {:} 2Ь2 (а2 -с2)=а4 -с4 {:} а=силиЬ=у~· 

В обоих случаях должно ещё выполняться равенство 

т~ т~ 
~ /?" 

Так как а ::::; Ь ::::; с, в первом случае получим, что ис-

комый треугольник равносторонний, его медианы равны, 

значит, требуемое равенство, очевидно, выполняется. 

Во втором случае 

т2 
а 

С2 
2Ь2 + 2с2 - а2 

4с2 
а2 + с2 + 2с2 - а2 

4с2 

3 
4 

т2 2а2 + 2с2 
- Ь2 и _ь = ~~~~~-

Ь 2 4Ь2 

4Ь2 - Ь2 3 

4ь2 = 4, то есть требуемое равен-
ство также выполняется. 
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Таким образом, сформулированное в задаче условие яв

ляется основным признаком автомедианного треуголь

ника. Проведя аналогичные выкладки, несложно прове-

рить, что если Ь = R, то треугольник со сторонами 
а, Ь и с - автомедианный, то есть сформулированное усло

вие можно считать и основным свойством автомедиан

ного треугольника. 

В заключение отметим важное следствие полученных 

утверждений, возникшее по ходу выкладок: в автомеди

анном треугольнике коэффициент подобия «медианно-

v'з 
го» треугольника и самого треугольника равен 2 . 

Это свойство можно также получить и из других сооб

ражений. Действительно, отношение площадей подобных 

фигур равно квадрату коэффициента подобия, а в любом 

треугольнике отношение площади треугольника, состав

ленного из его медиан, к площади самого треугольника 

3 
равно 4 (см. задачу Д70). 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 9.2. Докажите, что средний по величине угол 
автомедианного треугольника не превосходит 60°. 

Задача 9.3. Докажите, что треугольник является авто
медианным тогда и только тогда, когда: 

а) медианы этого треугольника, взятые в порядке воз

растания, обратно пропорциональны его высотам, взятым 

в порядке убывания; 

б) одна из его медиан является средним квадратичным 

двух других; 

в) вершина, середины двух сторон треугольника, схо

дящихся в этой вершине, и точка пересечения медиан ле

жат на одной окружности. 

Задача 9.4. Пусть медиана ВВ' треугольника АВС пере
секает окружность, описанную около этого треугольника, 
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в точке Т. Докажите, что треугольник АБС - автомеди

анный тогда и только тогда, когда: 

а) М - середина ВТ; 

б) точки М и Т симметричны относительно точки В'. 

Задача 9.5. Докажите, что треугольник является авто-
медианным тогда и только тогда, когда середина отрез

ка ВМ лежит на окружности, проходящей через середины 

сторон треугольника АБС. 

Задача 9.6. Пусть О - центр описанной окружности 

треугольника АБС (отличного от правильного); М- точка 

пересечения его медиан. Докажите, что прямая ОМ пер

пендикулярна медиане ВВ' тогда и только тогда, когда 
треугольник АБС - автомедианный. 

Ответы и решения 

Задача 9.2. Пусть Ь = ~ {::} 2Ь2 = а2 + с2 , тогда 
L_B - средний по величине угол треугольника. По след-

а2 + с2 - Ь2 Ь2 1 
ствию из теоремы косинусов cos L_B = = - ~ - , 

2ас 2ас 2 
а2 +с2 

так как Ь2 = --
2

- ~ ас. Следовательно, L_B ::;;; 60°, что и 

требовалось доказать. 

Задача 9.3. а) Поскольку высоты треугольника обрат
но пропорциональны сторонам, к которым они проведе

ны, равенство mahc = тьhь = mcha равносильно равенству 
ть 

с Ь а 

~ 2а2 + 2с2 - ь2 
б) ть = у ~ {::} 2mg = т~ + т; {::} 

2 

2ь2 + 2с2 - а2 + 2а2 + 2ь2 - с2 {::} 4а2 + 4с2 - 2ь2 = 4Ь2 + а2 + 
4 4 

+с2 {:}Ь=~. 
в) Пусть точки А' и С' - середины сторон ВС и АВ тре

угольника АБС, N - точка пересечения средней линии 

А'С' и медианы ВВ' (см. рис. 9.3). Так как N - середина 
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А'С', NA' = NC' =~·Кроме того, NB = ~ь, NM = NB' -

- МВ'= ~ь. Точки В, А', С' и М лежат на одной окруж
ности тогда и только тогда, когда выполняется равенство 

NA' · NC' = NB · NM. В нашем случае это равенство при-
Ь2 т2 2а2 +2с2 -Ь2 

мет вид 
16 

= 1 ~ . Так как т~ = 
4 

, получен-

ное равенство, в свою очередь, равносильно равенству Ь = 

= R-· что и требовалось доказать. 

А В' с 

Рис. 9.3 

Задача 9.4. Рассмотрим окружность, проходящую че
рез вершину В данного треугольника, и точки А' и С' 

середины сторон ВС и АВ (см. рис. 9.4а). 

т т 

Рис. 9.4а Рис. 9.46 
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Пусть М' - точка пересечения этой окружности и ме

дианы ББ'. При гомотетии с центром Б и коэффициентом 

2 образом этой окружности является окружность, описан
ная около треугольника АБС, а образом точки М' - точ

ка Т. Следовательно, М' - середина АТ. По доказанному 

в задаче 9.Зв треугольник АБС .является автомедианным 

тогда и только тогда, когда точка М' совпадает с точкой 

М пересечения его медиан, что доказывает утверждение 

а). Утверждение б) равносильно утверждению а), так как 

БМ= ~ББ'. 
3 

Другой возможный способ доказательства основан на том, что углы 

треугольника, составленного из медиан, соответственно равны углам 

данного треугольника (см. рис. 9.46). 

Задача 9.5. Рассмотрим окружность, проходящую че
рез точки А', Б' и С' - середины сторон треугольника 

АБС (см. рис. 9.5). Так как треугольники А'Б'С' и АБС 
подобны, L_А'Б'С' = L_АВС. Пусть Р - середина БМ, тогда 

С'Р 11 АМ и А'Р 11 СМ, значит, L_C'PA' = L_AMC = L_A'MC'. 
Условие автомедианности треугольника АБС равносильно 

тому, что точки Б, А', Б' и М лежат на одной окружности 

(см. задачу 9.Зв), что, в свою очередь, равносильно выпол

нению равенства L_АВС + L_A'MC' = 180°. А это равенство 
равносильно условию L_A' Б'С' + L_C' Р' А' = 180°, что, в свою 
очередь, равносильно тому, что точка Р лежит на рассмот

ренной окружности. 

в 

А 

Рис. 9.5 
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Можно также использовать то, что четырёхугольники ВС' МА' и 
В' А' РС' симметричны относительно середины медианы ВВ'. 

Учитывая то, что окружность, проходящая через середины сторон 

треугольника, называется окружностью девяти точек, доказанное 

утверждение можно сформулировать так: треугольник является ав

томедианным тогда и только тогда, когда середина отрезка, со

единяющего вершину с точкой пересечения медиан, лежит на ок

ружности девяти точек этого треугольника. 

Задача 9.6. Пусть Н - ортоцентр треугольника АБС, 

R - радиус описанной окружности (см. рис. 9.6а). Пред

варительно докажем равенство, справедливое для любого 

треугольника: ОН2 = 9R2 - (а2 + Ь2 + с2 ), где а, Ь и с -
длины сторон треугольника. Для его доказательства ис

пользуем тот факт, что ВН = 20В' (см., например, задачу 
Д48 или задачу Д67б). Тогда если Е - середина ВН, то 

ОБ' НЕ и ОБ' ЕВ - параллелограммы. Из параллелограм

ма ОВ'НЕ: 

ОН2 + В'Е2 = 2(ОВ'2 + ОЕ2 ). (1) 

Учитывая, что В'Е =ОБ= ОС= R, из треугольника ОВ'С 
получим, что 

(2) 

-В 
в 

В' с 
А В' с 

Рис. 9.6а Рис. 9.66 

Из параллелограмма ОБ' ЕВ: ОЕ2 +ВВ'2 = 2(0В'2 +ОВ2 ), 

следовательно, ОЕ2 = 2 ( 2R2 - ~Ь2 ) - ВВ'2 • 
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2а2 + 2с2 
- ь2 

Так как ВВ'2 = 
4 

, то 

ОЕ2 = 4R2 - 2а2 + 2с2 + ь2 
4 

(3). 

Подставив (2) и (3) в равенство (1), получим ОН2 + R 2 = 
Ь2 2а2 + 2с2 + Ь2 

= 2(R2 - 4 ) + 2(4R2 -
4 

). Упрощая, приходим 

к равенству ОН2 = 9R2 - (а2 + Ь2 + с2 ). 
Докажем теперь утверждение задачи. Условие перпен

дикулярности прямых ОМ и ВВ' равносильно тому, что 

треугольник ВОМ - прямоугольный (см. рис. 8.66), что, 
в свою очередь, равносильно выполнению равенства ОВ2 = 

= вм2 + ом2 <*>· 
Воспользуемся равенством ОН = 30М, которое следует 

из гомотетичности треугольника и его «срединного» тре

угольника относительно точки М (см. задачу Д48 или за

дачу Д67б). Тогда 

1 2 ь2 2 
0м2 = -ОН2 = R2 - а + + с 

9 9 

4 2а2 + 2с2 
- ь2 

Кроме того ВМ2 = -ВВ'2 = а ОВ2 = R 2. 
' 9 9 ' 

Подставив эти выражения в равенство ( * ), получим равен-
ст во 

2а2 + 2с2 
- Ь2 2 а2 + Ь2 + с2 

R2 = 9 +R - 9 

а2 + с2 
которое равносильно равенству Ь2 = --- То есть ис-

2 
ходное утверждение равносильно тому, что треугольник 

АВС - автомедианный. 

Прямая ОМ, на которой лежит также и точка Н, называется пря

мой Эйлера треугольника АВС, поэтому доказанное утверждение мож

но было сформулировать иначе: треугольпик является автомедиап

пым тогда и только тогда, когда его прямая Эйлера перпепдику

лярпа медиапе. 

Можно также использовать задачи Д48, Д67б, Д69б-Д75. 
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Занятие 10 

Взвешенное среднее арифметическое. 

Векторы и координаты 

На этом занятии будут рассмотрены некоторые векторные соотно

шения, содержащие среднее арифметическое и взвешенное среднее 

арифметическое нескольких векторов. Рассматриваются также анало

гичные координатные формулы, что позволяет выяснить геометриче

ский смысл взвешенного среднего арифметического нескольких чисел. 

Приведён ряд геометрических задач, которые удобно решать вектор

ными методами, при этом показано, как эффективно для этого исполь

зовать понятие ц.ентроида системы точек. 

На отрезке АВ рассмотрим та
АМ т А м в 

кую точку М, что - = - (см. 
вм п 

рис. 10.1). Рассмотрим также про-
извольную точку О на плоскости и 

---+ 
выразим вектор ОМ через векто-

---+ -----+ 
ры ОА и ОВ. Для этого запишем О 
условие задачи в векторной фор- Рис. 10.1 

1---+ 1--+ ----+ 
ме: -МА+-МВ =О. 

т п 
---+ -----+ ---+ ---+ -----+ ---+ 

Так как МА= ОА-ОМ, МВ= ОВ-ОМ, то 

-----+ ---+ -----+ ---+ ----+ 
п(ОА- ОМ)+ т(ОВ- ОМ)= О {::} 

п 

---+ п -----+ т -----+ 
{::}ОМ= --ОА + --ОВ (1) 

m+n т+п 

Это утверждение можно также выразить и в коорди

натной форме. Если О - начало координат, ak, bk и Xk 
соответствующие координаты точек А, В и М, то 

п · ak + т · bk 
Xk=------

m+n 
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(отметим, что это верно не только в декартовой, но 

и в любой аффинной системе координат и не зависит от 

количества координат точки, то есть от размерности 

пространства). 

Последнее равенство в точности совпадает с определе

нием взвешенного среднего арифметического двух чисел 

и это не случайно. Действительно, если п и т - массы 

точек А и В соответственно, то точка М является центром 

масс системы, состоящей из этих точек, поскольку равен

ство п · АМ = т · AN выражает Архимедово правило ры
чага! 

В этом месте полезно также вспомнить условие и решение зада

чи 1.6. 

По аналогии можно сформулировать в векторной фор

ме и определение центра масс системы из п точек: точка 

М называется центром масс системы, точек А 1, А2 , ••• , 

Ап, массы, которых равны, т~, т2 , ••• , тп соответствен

но, если для любой точки О выполняется равенство: 

Обобщением правила рычага будет равносильное ра

венство 

Равносильность равенств (2) и (3) следует из того, что 
для любого k верно равенство 

Введение понятия центра масс системы точек позволя

ет решать некоторые геометрические задачи особым ме

тодом, который так и называется - метод масс, а так

же ввести и использовать барицентрические координа

ты, в пространстве. Подробно с этими методами можно 
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познакомится в [1] и [3], а нас будет больше интересовать 
частный случай центра масс, который облегчает решение 

многих задач с помощью векторов. 

Определение. Центроидом системы точек Ai, А2, ... , 
Ап называется такая точка М, что 

---+ ---+ ----+ --7 

МА1 + МА2 + ... + МАп = О. 

Как было показано выше, можно сформулировать рав

носильное утверждение: точка М является центроидом 

системы точек А1, А2, ... , Ап тогда и только тогда, когда 
для любой точки О выполняется равенство 

-------+ -------+ -------+ 

QМ = ОА1 +ОА2 + ... +ОАп. 
п 

Единственность центроида любой системы точек мож

но доказать методом от противного. Действительно, если 

К - ещё один центроид системы точек А1, А2, ... , Ап, то 

-------+ -------+ -----+ 
Oi( = ОА1 + ОА2 + ... + ОАп. 

п 

Вычитая это равенство из равенства(**), получим, что 
~ ----+ --7 -------+ --7 

ОМ-ОК = О {::}КМ= О, то есть точки К и М совпадают. 
Используя то, что модуль суммы векторов не превос

ходит суммы их модулей, можно получить также важное 

следствие равенства ( ** ): 
-------+ -------+ -----+ 

i0Мi = \ОА1 + ОА2 + ... + ОАпl ~ 
п 

-------+ ------+ -----+ 
IOA1I + IOA2I + · ·· + IOAnl 

~ ' 
п 

причём равенство достигается тогда и только тогда, когда 
-------+ 

все векторы OAk сонаправлены. 
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Рассмотрим задачу, являющуюся базовой для боль

шинства задач, связанных с понятием центроида. У сло

вимся при этом под цептроидом мпогоугольпика (мпо

гограппика) понимать цептроид системы, состоящей из 

его вершин. 

Задача 10.1. 1) Докажите, что: а) центроидом отрез

ка является его середина; б) центроидом треугольника яв

ляется точка пересечения его медиан; в) центроидом тет

раэдра является точка пересечения его медиан (отрезков, 

соединяющих вершины с центроидами противолежащих 

граней). 

2) В каждом случае запишите формулы для вычисле
ния координат центроида. 

Решение. Пусть М - искомый центроид, Xk - его ко

ордината; тогда из определения(*) следует, что: 
---+ ---+ ----+ ---+ ---+ 

а) МА+МВ =О{:} МА= -МВ, где А и В - концы 

отрезка. Это и означает, что точка М - середина отрез

ка АВ. Если же использовать другую форму определения 
---+ 1 (--+ --+ центроида, то ОМ= 2 ОА + ОВ). Геометрический смысл 

этого равенства виден из рис. 10.la (ОВСА - параллело

грамм). Тогда любая координата точки М находится по 
ak + bk 

формуле Xk = --
2
-, где ak и bk - соответствующие ко-

ординаты точек А и В (см. равенство (1')). 
с 

в с 

о А А Мо в 

Рис. 10.la Рис. 10.16 
---+ ---+ ---+ ----+ ---+ ---+ 

б) МА + МВ + МС = О. Учитывая, что МА + МВ 
------+ 
2ММо, где Мо - середина стороны АВ треугольника 

---+ ------+ 
АБС (см. рис. 10.lб), получим, что МС= -2ММ0 , то есть 
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точка М делит медиану СМ о в отношении 2 : 1, считая 
от вершины С. Таким образом, М - точка пересечения 

медиан треугольника АВС. 

Отметим, что, проведя аналогичные рассуждения для середин сто

рон АВ и АС, и используя единственность центроида треугольника, 

можно доказать основное свойство медиан треугольника векторным 

способом. 

Применяя определение центроида в другой форме, по-
____, 1 ----+ ----+ ----+ 

лучим равенство ОМ = З ( ОА + ОВ +ОС), из которого сле-
дуют координатные формулы для точки пересечения ме

аk + bk + Ck 
диан треугольника: Xk = 

3 
----+ ----+ -----t ----+ -----; 

в) MA+MB+MC+MD = О, где ABCD - данный тетра-

эдр. Пусть Q - центроид грани АВС (см. рис. 10.lв), тогда 
----+ ----+ -----t ----+ 
МА+ МВ+ МС = 3MQ. Таким 

----+ ----+ D 
образом, MD = -3MQ, то есть 
точка М лежит на медиане DQ 
тетраэдра и делит её в отноше

нии 3 : 1, считая от вершины D. 
Проведя аналогичные рассужде- А ~==~--:1'1--~~--'=,..,. с 
ния для центроидов остальных 

граней и используя единствен

ность центроида тетраэдра, по

лучим, что М - точка пересече

ния медиан тетраэдра. 

в 

Рис. 10.lв 

Применяя определение центроида в другой форме, по-
____, 1 (----+ ----+ ----+ ----+ 

лучим равенство ОМ = 4 ОА + ОВ + ОС + OD), из которо-

го следуют координатные формулы для точки пересечения 

ak + bk + Ck + dk 
медиан тетраэдра: Xk = 

4 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача 10.2. Докажите, что: а) из медиан треугольни
ка можно составить треугольник; б) из медиан тетраэдра 

можно составить замкнутую ломаную. 
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Задача 10.3. Параллельной проекцией треугольника 
АБС на плоскость а, не пересекающую этот треугольник, 

является треугольник А' В' С'. Найдите расстояние между 

центроидами треугольников АВС и А'В'С', если АА' =а; 

ВВ' = Ь; СС' =с. 
Задача 10.4. Пусть М - точка пересечения диагона

ли АС' параллелепипеда ABCDA' В' С' D' и плоскости А' BD. 
Докажите, что М - центроид треугольника A'BD, и най
дите, в каком отношении точка М делит диагональ АС'. 

Задача 10.5. Сумма расстояний между серединами про
тиволежащих сторон выпуклого четырёхугольника равна 

его полупериметру. Докажите, что этот четырёхугольник 

является параллелограммом. 

Задача 10.6. Докажите, что: а) точка пересечения сред
них линий четырёхугольника (отрезков, соединяющих се

редины противолежащих сторон) является серединой от

резка, соединяющего середины его диагоналей; б) отрез

ки, соединяющие середины скрещивающихся рёбер тетра

эдра, пересекаются в его центроиде и делятся точкой пе

ресечения пополам. 

Задача 10.7. Буратино зарыл клад в роще, где росло п 
деревьев. К месту клада он шёл так: сначала по прямой от 

первого дерева ко второму, пока не прошёл половину рас

стояния между этими деревьями; затем от этой точки он 

шёл в направлении третьего дерева, пока не прошёл треть 

расстояния от неё до дерева, оттуда повернул в сторону 

четвёртого дерева и прошел четверть расстояния до него, 
.. 1 

и так далее, пока не прошел - расстояния по направлению 
п 

к n-му дереву и в этой точке выкопал яму. Беда в том, 

что Буратино забыл, каким образом пронумеровал дере

вья. Сколько ям должен выкопать Буратино, чтобы навер

няка найти клад? 

Ответы и решения 

Задача 10.2. а) Пусть AD, ВЕ и CF - медианы тре

угольника АВС, тогда выполняются равенства 
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------+ 1 ------+ -----+ 
AD = 2 (АВ +АС), 
-----+ 1 -----+ ---+ 
ВЕ = 2 (вА+ВС), 
---+ 1 ---+ ---+ 
CF = 2(СА +св) 

(см. задачу 10.la). Следовательно, 

------+ -----+ ---+ 1 -----+ -----+ -----+ ---+ ---+ ---+ ----+ 
AD+BE +CF = 2(АВ+ВА+АС+СА+ВС +св)= о. 

Так как эти три вектора не коллинеарны, из отрезков 

AD, ВЕ и CF можно составить треугольник. 
б) Пусть AD, ВЕ, CF и PQ - медианы тетраэдра РАВС, 

тогда выполняются равенства: 

------+ 1 -----+ -----+ -----+ 
AD = з(АВ+АС+АР), 

-----+ 1 -----+ ---+ ---+ 
ВЕ = з(ВА+ВС+ВР), 

---+ 1 ---+ ---+ ---+ 
CF = з(СА +СВ+ СР), 

-----+ 1 ---+ -----+ ---+ 
PQ = З (РА + Р В + РС). 

(см. задачу 10.lб). Складывая почленно эти равенства, по-
----+ -----+ ---+ ---+ ----+ 

лучим (аналогично п. а): AD + ВЕ + CF + PQ = О. Эти че-
тыре вектора также не коллинеарны, поэтому из медиан 

тетраэдра можно составить замкнутую ломаную. 

Отметим, что в обоих пунктах фактически доказаны более «силь

ные» утверждения, которые можно сформулировать так: 

а) каков бы ни был треугольник, существует другой треугольник, 

стороны которого равны и параллельны медианам первого; 

б) каков бы ни был тетраэдр, существует замкнутая ломаная, зве

нья которой равны и параллельны медианам тетраэдра. 

Задача 10.3. Пусть точки М и М' - центроиды тре

угольников АВС и А'В'С' соответственно. Так как 

------+ 1 -----+ -----+ ---+ 
ОМ= з(ОА + ОВ +ОС) и 

------+ 1 ------+ ------+ ------+ 
ом'= -(ОА' +ов' +ос'), 

3 
вычитая эти равенства почленно, получим 

Мii = ~(~ +mf +Cd). 
3 
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--+ ----+ ----+ ---t 
Кроме того, ММ' Н АА' Н ВВ' Н СС', значит, 

----+ ----+ ---t 
--+ 
IMM'I= IAA'I + IBB'I + ICC'I 

3 
а+Ь+с 

=----
3 

(см. следствие из равенства(**)). 

Для решения задачи можно также использовать и метод коорди

нат. Если задать аффинную систему координат так, что М' - начало 
координат, две оси располагаются в плоскости а, а третья ось парал

лельна проектирующей прямой, то соответствующие вершины и цент

роиды треугольников будут различаться только третьими координата

ми, причём для всех точек треугольника А' В' С' эта координата равна 
нулю, а для вершин и центроида треугольника АВС она равна данно

му и искомому расстояниям соответственно. Тогда искомая координата 

равна среднему арифметическому координат точек А, В и С (см. зада

чу 10.lб). При таком подходе задачу можно обобщить: если какая-то 

из точек А, В, С или М находится в другом полупространстве относи

тельно плоскости а, то её координата берётся со знаком минус, тогда 

полученная формула остается верной при любом взаимном расположе

нии треугольника АВС и плоскости а. 

Задача 10.4. Ответ: А'М: МС= 1 : 2. 
~ ----+ ----+ ----+ ---t ----+ 

Пусть АА = а; АВ = Ь; AD = с (см. рис. 10.4). 
----+ ----+ ----+ ----+ 

Тогда по правилу сложения векторов АС' = а + Ь + с . 
С другой стороны, для центроида М треугольника А' BD 

----+ 1 (----+ ----+ ----+) выполняется равенство АМ = З а + Ь + с (см. задачу 

----+ 1----+ 
10.lб). Следовательно, АМ = 3Ас', то есть центроид М 
треугольника А' BD является точкой, указанной в усло
вии, и АМ : МС = 1 : 2. 

вr cr 

с 

А D 

Рис. 10.4 
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Задача 10.5. Пусть К, L, Ми N- середины сторон АВ, 

ВС, CD и DA соответственно четырёхугольника ABCD (см. 
- 1 -----+ -----+ рис. 10.5). Докажем, что КМ= 2(AD +ВС). Действитель-

но, 

-----+ 1 ---+ ----+ 1 -----+ -----+ ---+ -----+ 
КМ= 2(KC+KD) = 2(кв+вс+КА+АD) = 

1 -----+ -----+ 
= 

2
(AD+BC), 

---+ -----+ ----> 
так как КА +КВ = О . 

А N D 

Рис. 10.5 

Отметим, что доказанное равенство справедливо при любом взаим

ном расположении отрезков AD и ВС. 

- 1 -----+ -----+ \лD!+!Вё! Следовательно, \KMI = 2 IAD + BCI :( 2 , причём 

равенство достигается тогда и только тогда, когда векторы 

----+ -----+ 
AD и ВС сонаправлены. Аналогично доказывается, что 

---+ -----+ 

INLI = ! IAR +пс, :( IABI + IDCI 
2 2 

(причём равенство достигается тогда и только тогда, когда 
---+ ----+ 
АВ Н DC). Складывая почленно два неравенства, получим 

-----+ -----+ ---+ ----+ 

1КМ1 + INLI :( jADJ + JBCJ + JABJ + JCDJ. 
2 

По условию задачи в этом неравенстве должно достигаться 

равенство, поэтому AD 11 ВС и АВ 11 CD. Следовательно, 
ABCD - параллелограмм, что и требовалось доказать. 
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По ходу решения задачи также доказано, что длина отрезка, со

единяющего середины двух противолежащих сторон четырёхугольни

ка (длина средней линии четырёхугольника), не превосходит среднего 

арифметического длин двух других сторон. 

Задача 10.6. а) Пусть К, L, М и N - середины сто

рон АВ, ВС, CD и DA соответственно четырёхугольника 
ABCD, Е и F - середины диагоналей АС и BD (см. рис. 
10.ба). Пусть Q - середина отрезка КМ. Тогда для лю-

---+ 1 ----+ ----+ ------+ 1 ----+ ---+ 
бой точки О: ОК = 2 (ОА + ОВ), ОМ= 2 (ОС + OD), еле-

__, 1 ---+ ------+ 1 ----+ ----+ ----+ ---+ 
довательно, OQ = 2 (ок +ОМ) = 4 (оА + ОВ +ОС+ OD). 

Пусть Qi - середина отрезка LN, а Qz - середина отрез

ка EF. Рассуждая аналогично, получим 

------+ 1 ---+ ---+ 1 ----+ ----+ ----+ ---+ 
OQ1 = 2(0L+ON) = 4(ов+ос+оА+ОD), 
------+ 1 ----+ ----+ 1 ----+ ---+ ----+ ---+ 
OQ2 = 2 (оЕ + OF) = 4 (оА +ОС+ ОВ + OD). 

Таким образом, точки Qi и Q2 совпадают с точкой Q, 
что равносильно утверждению задачи. Также мы получи

ли, что точка Q пересечения трёх указанных отрезков 
.являете.я центроидом четырёхугольника ABCD. 

в 

А с 

А N D 

D 

Рис. 10.6а Рис. 10.66 

б) В привёденном решении п. а) никак не использова

лось, что точки А, В, С и D лежат в одной плоскости, 
поэтому доказанное утверждение допускает другую интер-
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претацию. Рассмотрим тетраэдр DABC (см. рис. 10.бб), то
гда отрезки КМ, NL и EF соедин.яют середины его попар
но скрещивающихс.я рёбер. Тем самым доказано что эти 

отрезки (которые называют бимедианами тетраэдра) пе

ресекаютс.я в одной точке - центроиде тетраэдра ABCD и 
дел.яте.я в ней пополам! 

Соотнеся полученный результат с решением задачи 10.lв, можно 

заметить, что центроид системы из четырёх точек можно находить дву

мя способами: 1) найти центроид любых трёх точек и разделить отре
зок, соединяющий его с четвёртой точкой, в отношении 1 : 3; 2) про
извольно разбить точки на две пары, найти центроиды каждой пары 

точек и разделить соединяющий их отрезок пополам. Этот метод поис

ка центроида можно обобщить (см. задачу Д79). 

Задача 10.7. Ответ: одну .яму. 
Пусть Ai, А2, ... , Ап - точки, в которых располагают

с.я деревь.я. Докажем, что независимо от порядка обхода, 

Буратино окажете.я в центроиде этой системы точек, ис

пользу.я метод математической индукции. Действительно, 

при п = 2 Буратино окажете.я в середине отрезка AiA2 -
его центроиде. Предположим, что при п = k Буратино ока
залс.я в центроиде Т системы точек А1 , А2, ... , Ak, тогда 

~ ~ ~ 

о__,Т OA1+0A2+ ... +0Ak И Т 1 = k • з точки он проходит k + 
1 

часть пути по направлению к точке Ak+I и попадает в точ
ку М, следовательно, 

~ ~ ---+ 
ОА1 + ОА2 + ... + OAk+1 

k+1 

то есть М - центроид системы точек Ai, А2, ... , Ak+I· 
Таким образом, утверждение верно при любом нату

ральном п. 

Отметим, что некоторые из задач этого занятия можно решить, 

не используя векторы, например, 10.2, 10.3, 10.6. 

Можно также использовать задачи Д46, Д76-Д84. 
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Приложение 

Задачи для самостоятельного решения 

Задача Дl. 150 стандартных теннисных мячей весят 
3 кг. Сколько весят 19 мячей? 

Задача Д2. Есть 10 яблок весом 50 г и 20 яблок весом 
80 г. Каков средний вес яблока? 

Задача Д3. Вася вычислил среднее арифметическое 

тридцати пяти целых чисел и получил 6,35. Докажите, 
что он ошибся. 

Задача Д4. Турист сначала прошел 1 О км по ровной до
роге со скоростью 5 км/ч, затем 8 км в гору со скоростью 
1,6 км/ч, а последний участок длины 6 км - под гору 

со скоростью 6 км/ч. Найдите среднюю скорость его дви
жения. 

Задача Д5. Средний возраст одиннадцати игроков фут

больной команды - 22 года. Во время матча один из игро
ков получил травму и ушёл с поля. Средний возраст остав

шихся на поле игроков стал равен 21 году. Сколько лет 
футболисту, получившему травму? 

Задача Д6. В лаборатории имеется два раствора серной 

кислоты с процентным содержанием кислоты 5% и 40%. 
Сколько раствора каждого из видов понадобится, для того 

чтобы получить 140 л 30% раствора кислоты? 

Задача Д7. Делегация некоторой страны на Олимпий

ских играх будет состоять из спортсменов и чиновников. 

Средний возраст этих спортсменов на момент начала олим

пиады составит 22 года, а чиновников - 47 лет. При этом 
средний возраст всех членов делегации окажется равным 
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41 году. Какова в этой делегации доля чиновников, выра
женная в процентах? 

Задача Д8. В футбольном турнире приняло участие де

сять команд. В среднем каждая из них набрала по 12 оч
ков. Сколько матчей закончилось вничью? (Каждая ко

манда сыграла с каждой по одному разу. Победа - 3 очка, 
ничья - 1 очко, поражение - О очков.) 

Задача Д9. Коля и Вася за ноябрь получили по 15 оце
нок: тройки, четвёрки и пятёрки. При этом Коля полу

чил пятёрок столько же, сколько Вася четвёрок, четвё

рок столько же, сколько Вася троек, а троек столько же, 

сколько Вася пятёрок. Оказалось, что средний балл за но

ябрь у мальчиков одинаковый. Сколько троек получил Ко

ля в ноябре? 

Задача Д10. В классе не более тридцати учеников, 

и рост каждого из них выражается целым числом санти

метров. Средний рост всех, кроме самого высокого, равен 

148~ см, а средний рост всех, кроме самого низкого, равен 

149* см. На сколько сантиметров самый высокий ученик 
этого класса выше самого низкого? 

Задача Д11. В каждой из клеток прямоугольной таб

лицы с тремя строками и двумя столбцами записано чис

ло. Средние арифметические чисел, записанных в первой, 

второй и третьей строках, равны а, Ь и с соответствен

но, а среднее арифметическое чисел первого столбца равно 

d. Найдите среднее арифметическое чисел, записанных во 
втором столбце. 

Задача Д12. На сколько увеличится средний возраст 

учеников класса через год? 

Задача Д13. Пусть т - среднее арифметическое чисел 

ai, а2, ... , ап. Найдите значение выражения 

(а1 - т) + (а2 - т) + ... + (ап - т) 

п 
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Задача Д14. В некотором соревновании участвовали 50 
стрелков. Первый выбил 60 очков; второй - 80; третий -
среднее арифметическое очков первых двух; четвёртый -
среднее арифметическое очков первых трёх и так далее, 

то есть каждый следующий стрелок выбил среднее ариф

метическое очков всех предыдущих. Сколько очков выбил 

42-й стрелок? 

Задача Д15. В каждой клетке прямоугольной таблицы 

записано число. Может ли среднее арифметическое каждо

го столбца таблицы быть положительным, а среднее ариф

метическое каждой строки - отрицательным? 

Задача Д16. Несколько учёных эмигрировали из стра

ны Р в страну А. Мог ли средний IQ в обеих странах воз
расти? 

Задача Д17. Одноклассницы Боба в среднем ниже, чем 

одноклассницы Вани, это же верно и для мальчиков-одно

классников. Может ли средний рост в классе Боба быть 

больше среднего роста в классе Вани? 

Задача Д18. В каждой клетке шахматной доски запи

сано число, равное среднему арифметическому своих со

седей (по стороне). Докажите, что все записанные числа 

равны. 

Задача Д19. У литка проползает за каждый час 1 метр. 
Верно ли, что в любой момент времени её средняя скорость 

равна 1 метр в час? 
Задача Д20. Может ли среднее арифметическое 

нескольких различных натуральных чисел равняться их 

наибольшему общему делителю? 

Задача Д21. На доске выписано 100 различных чисел. 
Докажите, что среди них можно выбрать три числа так, 

что их среднее арифметическое не будет равно среднему 

арифметическому никаких четырёх из выписанных чисел. 

Задача Д22'; На доске записано 100 чисел, при этом 
среднее арифметическое любых трёх из них уже записа

но. Докажите, что все числа равны. 
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Задача Д23': В строчку записаны 100 чисел: а1 , а2 , ••• , 

aioo, причём ai = 1, aioo = 100, а каждое число, кро
ме двух крайних, не больше, чем среднее арифметическое 

двух его соседей. Докажите, что а64 ~ 64. 

Задача Д24': При каких значениях п все натуральные 

числа от 1 до п можно расставить в другом порядке так, 
чтобы среднее арифметическое любой группы из двух или 

более подряд стоящих чисел не было целым? 

Задача Д25. а) Найдите сторону квадрата, площадь ко

торого равна площади прямоугольника со сторонами 9 см 
и 4 см. б) Найдите ребро куба, если его объём равен объё
му прямоугольного параллелепипеда, измерения которого 

равны 2 дм, 9 дм и 12 дм. 

Задача Д26. Половину пути лошадь двигалась налег

ке со скоростью 12 км/ч. Остальной путь она шла с возом, 
поэтому её скорость была 4 км/ч. С какой постоянной ско
ростью ей надо было двигаться, чтобы пройти тот же путь 

за такое же время? 

Задача Д27. В кинофильме «Самогонщики» три дру

га гонят самогон. У Труса течёт жидкость крепостью а% 

и стандартная бутыль наполняется за а часов, у Балбеса 

течёт жидкость крепостью Ь% и такая же бутыль напол

няется за Ь часов, а у Бывалого - с% и за с часов со

ответственно. Для ускорения процесса друзья направили 

трубки аппаратов в одну бутыль и наполнили её за сутки. 

Найдите крепость получившейся смеси. (Крепость жидко

сти - это процент содержания в ней спирта.) 

Задача Д28. Аня прошла путь из пункта А в пункт В, 

а Боря - из пункта В в пункт А. Они вышли одновремен

но и шли с постоянными скоростями. После встречи Боря 

был в пути ещё час, а Аня - 4 часа. Сколько времени шёл 
каждый из них до места встречи? 

Задача Д29. Малыш и Карлсон съели бочку варенья 

и корзину печенья, начав и закончив одновременно. Сна

чала Малыш ел печенье, а Карлсон - варенье, потом (в ка-
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кой-то момент) они поменялись. Оказалось, что Карлсон 

съел в девять раз больше варенья, чем Малыш, а печенья 

они съели поровну. Любую сладость Карл сон ест быстрее 

Малыша в одно и то же количество раз. В какое имен

но? 

Задача Д30. В магазин привезли три сорта конфет с 

разной ценой: 40, 60 и 120 рублей за килограмм. Кон
фет каждого сорта привезли при этом на одну и ту же 

сумму денег. Продавец стал продавать смесь этих конфет 

по 73 рубля 33 копейки за килограмм, но Ваня покупать 
не стал, так как решил, что цена завышена. Кто из них 

прав? (Восстановите логику обоих.) 

Задача Д31. На доске в лаборатории записаны два чис

ла. Каждый день старший научный сотрудник Петя стира

ет с доски оба числа и пишет вместо них их среднее ариф

метическое и среднее гармоническое. Утром первого дня 

на доске были записаны числа 5 и 2. Найдите произведе
ние чисел, записанных на доске вечером 2011-го дня. 

Задача Д32. Вовочка сумел убедить учительницу повы

сить ему оценку за итоговую контрольную работу в первой 

четверти с двойки на тройку, после чего его средний балл 

за эту четверть увеличился на а. После того как он про

делал то же самое во второй четверти, его средний балл 

за вторую четверть увеличился на Ь. На сколько в итоге 

увеличился его средний балл за первое полугодие? 

Задача Д33. Определите отношение двух положитель

ных чисел, если отношение их среднего арифметического 

к среднему геометрическому равно 25: 24. 

Задача Д34': Равноускоренно движущийся автомобиль 

увеличивает свою скорость на прямолинейном участке до

роги с v1 до v2. Найдите скорость автомобиля в середине 
этого участка. 

Задача Д35. Из пункта А в пункт В ползут два жука 

и возвращаются обратно. Первый жук прополз в обе сто

роны с одинаковой скоростью. Второй полз в В в 1,5 раза 
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быстрее, чем первый, а обратно в 1,5 раза медленней. Ка
кой жук вернулся в пункт А раньше? 

Задача Д36. Два катера, имеющие одинаковую 

скорость в стоячей воде, проходят по двум рекам одинако

вые расстояния и возвращаются обратно. В какой из рек 

такое движение потребует меньше времени: с быстрым те

чением или с более медленным? 

Задача Д37. Докажите, что среди всех прямоугольных 

треугольников с данной гипотенузой равнобедренный тре

угольник имеет и наибольшую площадь, и наибольший 

периметр. 

Задача Д38. На окружности были последовательно вы

браны точки А, В, С и D. Хорды АС и BD пересекаются 
в точке Р. Найдите угол АР В, если угловые величины дуг 

АВ и CD равны а и (3 соответственно. 
Задача Д39. Внутри угла расположены две окружности 

с центрами А и В. Они касаются друг друга и двух сторон 

угла. Докажите, что окружность с диаметром АВ также 

касается сторон угла. 

Задача Д40': Из точки К - середины стороны ВС тре

угольника АВС - восставлен перпендикуляр к этой сторо

не, который пересекает окружность, описанную около тре

угольника, в точке D (точки D и А лежат в одной полу
плоскости относительно прямой ВС). Докажите, что KD = 

rь + rc = -
2
-, где rь и rc - радиусы вневписанных окружно-

стей, касающихся сторон АС и АВ. 

Задача Д41. Докажите, что стороны треугольника со

ставляют арифметическую прогрессию тогда и только то

гда, когда котангенсы его половинных углов составляют 

арифметическую прогрессию. 

Задача Д42. Докажите, что в разностном треугольнике 

средний по величине угол не больше чем 60°. 

Задача Д43. Стороны треугольника связаны соотноше
а +с 

нием Ь = -
2
-. Докажите, что ас= 6Rr (R и r - радиусы 
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описанной и вписанной окружностей этого треугольника 

соответственно). 

Задача Д44. Стороны треугольника АВС связаны соот-
АВ + вс 

ношением АС = 
2 

• Докажите, что сумма расстоя-

ний от любой точки биссектрисы Б данного треугольни

ка до его сторон равна высоте треугольника, проведённой 

к стороне АС. 

Задача Д45. В египетском треугольнике АБС (угол С -
прямой, БС - меньший катет) найдите угол БОI (точки О 

и I - центры описанной и вписанной окружностей соот

ветственно). 

Задача Д46. Докажите, что длина медианы треугольни

ка меньше среднего арифметического длин сторон, между 

которыми она проведена. 

Задача Д47': Четырёхугольник АБСD - вписанный. 
АС+ВС 

Докажите, что если AD = БD, то 
2 

< AD. 

Задача Д48': Пусть Н - ортоцентр (точка пересечения 

высот) остроугольного треугольника АВС, R - радиус ок

ружности, описанной около этого треугольника. Докажи
АН + вн + сн ~ R 

те, что 
3 

"' • 

Задача Д49': В выпуклом четырёхугольнике АВСD 

каждую из противолежащих сторон АБ и CD разделили 
на три равные части и соответствующие точки деления со

единили. Найдите площадь средней части, если S АВСD = 
=Q. 

Задача Д50. Углы некоторого треугольника составляют 

арифметическую прогрессию. Докажите, что если стороны 

этого треугольника составляют а) арифметическую; б) гео

метрическую прогрессию, то этот треугольник - равно

сторонний. 

Задача Д51. Определите острый угол ромба, в котором 

сторона равна среднему геометрическому его диагоналей. 

Задача Д52. Из вершины прямого угла С прямоуголь

ного треугольника АБС проведена высота CD. Точки Е и 
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F - основания перпендикуляров, опущенных из точки D 
на катеты АС и ВС соответственно. Докажите, что CD = 

= {/АВ·АЕ·ВF. 
Задача Д53. В угол С вписана окружность, касающаяся 

его сторон в точках А и В. Из точки Р, лежащей на боль

шей дуге АВ окружности, опущены перпендикуляры РК, 

РМ и PN на прямые АВ, АС и ВС соответственно. Дока
жите, что отрезок Р К является средним геометрическим 

отрезков РМ и PN. 

Задача Д54. Из точки Т провели к окружности каса

тельную ТА и секущую, пересекающую окружность в точ

ках В и С. Биссектриса угла АТС пересекает хорды АВ и 

АС в точках Р и Q соответственно. Докажите, что отрезок 
АР является средним геометрическим отрезков Р В и QC. 

Задача Д55. Серединные перпендикуляры к сторонам 

АС и ВС треугольника АВС пересекают высоту СН (или 

её продолжение) в точках Р и Q соответственно. Найдите 
радиус окружности, описанной около треугольника АВС, 

если СР =р, CQ = q. 

Задача Д56': Через две вершины разностороннего треу

гольника и центр вписанной в него окружности проведена 

окружность. Докажите, что отрезок касательной, прове

дённой к этой окружности из третьей вершины, есть сред

нее геометрическое между сторонами треугольника, схо

дящимися в этой вершине. 

Задача Д57. Дан четырёхугольник ABCD. Оказалось, 
что окружность, описанная около треугольника АВС, ка

сается стороны CD, а окружность, описанная около тре
угольника ACD, касается стороны АВ. Докажите, что диа
гональ АС не больше, чем расстояние между серединами 

сторон АВ и CD. 

Задача Д58': Дан тупоугольный треугольник АВС. На 

стороне АС, лежащей против тупого угла, укажите такие 

точки D, что отрезок BD является средним геометриче
ским отрезков AD и CD. 
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Задача Д59. В треугольнике, длины двух сторон кото

рого равны а и Ь, проведена высота к третьей стороне. При 

каком соотношении между а и Ь она может являться сред

ним геометрическим двух других высот этого треугольни

ка? 

Задача Д60. Из точки D, лежащей на стороне АВ тре
угольника АВС, проведены прямые, параллельные двум 

другим сторонам, которые пересекают стороны АС и ВС 

в точках Е и F соответственно. Найдите площадь треуголь
ника CEF, если площади треугольников BDF и ADE рав
ны 81 и 82. 

Задача Д61. Пусть Н - ортоцентр треугольника АВС, 

К - такая точка на высоте AD, что LBKC = 90°. Докажи
те, что 8вкс = v18лвс · 8внс· 

Задача Д62:' Вокруг остроугольного треугольника АВС 

описана окружность. Касательные к ней в точках А, В 

и С попарно пересекаются в точках М, К и L. Точки D, 
Е и F - основания высот треугольника АВС. Докажите, 

что 8Авс = v18мкL · 8DEF· 

Задача Д63. Докажите, что треугольник, составленный 

из высот треугольника АВС, является гармоническим то

гда и только тогда, когда треугольник АВС является раз

ностным. 

Задача Д64. Квадрат вписан в треугольник АВС так, 

что две его вершины лежат на стороне ВС, а две другие -
на сторонах АВ и АС. Найдите сторону квадрата, если из

вестно, что ВС = а, а высота треугольника, проведённая 
из вершины А, имеет длину h. 

Задача Д65. Докажите, что биссектриса треугольника 

меньше среднего гармонического сторон, между которыми 

она проведена. 

Задача Д66. Биссектриса AD треугольника АВС равна 
половине среднего гармонического сторон АС и ВС. Най

дите угол А треугольника. 
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Задача Д67. Докажите, что если ортоцентр Н остро

угольного треугольника АБС лежит на отрезке KL, соеди
няющем основания биссектрис, проведенных из вершин А 

и С, то: а) - 1- = - 1- + __!___; б)* _l_ = _l_ + _l_. 
ВН АН СН cos LB cos LA cos LC 

Задача Д68. В равнобедренный треугольник вписана 

окружность. Точки касания делят каждую боковую сто

рону на отрезки тип, считая от вершины. К окружности 

проведены три касательные, параллельные сторонам тре

угольника. Найдите длины отрезков касательных, заклю

чённых между сторонами треугольника. 

Задача Д69. Докажите, что треугольник одновременно 

является: а) разностным и гармоническим; б) разностным 

и автомедианным; в) гармоническим и автомедианным то

гда и только тогда, когда он равносторонний. 

Задача Д70. Докажите, что в любом треугольнике от

ношение площади треугольника, составленного из его ме-

3 
диан, к площади самого треугольника равно 4. 

Задача Д71. Длина медианы, проведённой из вершины 

Б треугольника АБС, равна т. Оказалось, что основание 

этой медианы, середины двух других медиан и точка пере

сечения медиан лежат на одной окружности. Найдите АС. 

Задача Д72. В треугольнике АБС точки А' и С' - сере

дины сторон БС и АБ соответственно. Точки К и L - ос

нования перпендикуляров, опущенных из А' на АБ и АС, 

а точки Ми N - основания перпендикуляров, опущенных 

из С' на БС и АС. Докажите, что KL = MN тогда и только 
тогда, когда треугольник АБС равнобедренный (с основа

нием АС) или авто медианный (со средней по длине сторо

ной АС). 

Задача Д73': Две окружности пересекаются в точках Р 

и Q, АВ - их общая касательная (А и В - точки каса

ния). Оказалось, что Q - точка пересечения медиан тре

угольника АБР. Докажите, что отрезок АБ является сред

ним квадратичным отрезков АР и БР. 
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Задача Д7 4. Докажите, что треугольник АВС является 
автомедианным (со средней по длине стороной АС) тогда и 

cos 2LA + cos 2.С::С 
только тогда, когда cos 2L.B = 

2 
• 

Задача Д75':' В плоскости треугольника АВС найдите 

геометрическое место точек Х, для которых выполняется 

. /хл2 +хс2 
равенство ХВ = у 

2 

Задача Д76. Рёбра РА, РВ и РС тетраэдра РАВС имеют 

длины 1, 2 и 3. Может ли длина медианы PQ этого тетра
эдра равняться двум? 

Задача Д77. Точки D, Е и F лежат на сторонах ВС, АС 
и АВ треугольника АВС и делят их в одном и том же от

ношении (при одном направлении обхода). Докажите, что 

центроид треугольника DEF совпадает с центроидом тре
угольника АВС. 

Задача Д78. Известно, что Т1 - центроид системы то

чек Ai, А2, ... , Ап; Т2 - центроид системы точек В1, В2, 

... , Bk; Т - центроид системы точек А1 , А2 , ... , Ап. В1 , 

В2, ... , Bk. Докажите, что точка Т лежит на отрезке Т1Т2 
ТТ1 k 

и -- =-
ТТ2 п 

Задача Д79. Найдите положение центроида: а) четы

рёхугольной призмы; б) правильной п-угольной пирами

ды. 

Задача Д80. а) На берегу озера растут шесть сосен. Из

вестно, что если взять два треугольника так, чтобы вер

шины одного из них находились в основаниях трёх со

сен, а вершины другого - в основаниях трёх других со

сен, то в середине отрезка, соединяющего точки пересече

ния медиан этих треугольников, на дне озера находится 

клад. Неизвестно только, каким образом разбивать дан

ные шесть точек на две тройки. Сколько раз придётся опу

ститься на дно озера, чтобы наверняка отыскать клад? 

б)* Ответьте на аналогичный вопрос, если известно, что 

озеро круглое, а клад находится в середине отрезка, со-
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единяющего ортоцентры (точки пересечения высот) тре

угольников. 

Задача Д81. Рассмотрим произвольный параллелепи

пед ABCDA'B'C'D'. Точка N - центр симметрии его грани 
DD'C'C. В каком отношении плоскость A'BD делит отрезок 
AN? 

Задача Д82. В трапеции ABCD длины оснований AD 
и ВС равны а и Ь (а> Ь). Боковые стороны трапеции раз

делили на п равных частей и соответствующие точки де

ления соединили. Получившиеся отрезки пронумеровали 

числами от 1 до п-1 (считая от меньшего основания). Най
дите длину отрезка с номером k. 

Задача Д83. Дан параллелограмм ABCD и плоскость а, 
не пересекающая его. Расстояния от вершин А, В и С до а 

равны соответственно а, Ь и с. Найдите расстояние от вер

шины D до плоскости а. 

Задача Д84'; На трёх параллельных прямых выбраны 
~ ---+ -------+ 

сонаправленные векторы АА1 , ВВ1 и СС1. Докажите, что 

объём выпуклого многогранника АВСА1В1С1 можно вы-
АА1 + ВВ1 + СС1 

числить по формуле V = 
3 

• S, где S - пло-

щадь треугольника, вершины которого являются точка

ми пересечения данных прямых и перпендикулярной им 

плоскости. 

Задача Д85. В усечённом конусе проведено сечение, па

раллельное основаниям. Выразите радиус R этого сечения 
через радиусы R1 и R2 оснований конуса, если площадь 
сечения равна: а) среднему арифметическому; б) среднему 

гармоническому; в) среднему геометрическому; г) средне

му квадратичному площадей оснований. 

Задача Д86. В усечённом конусе проведено сечение, па

раллельное основаниям и разбивающее этот конус на два 

усечённых конуса равного объема. Найдите радиус сече

ния, если радиусы оснований данного конуса равны R1 
и R2. 
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Указания :к решениям задач 

и :краткие решения 

Дl. Ответ: 380 г. 
Решение задачи полностью аналогично решению зада

чи 1.1. 

Д2. Ответ: 70 г. 
Решение задачи полностью аналогично решению зада

чи 1.2. 

Д3. Из условия задачи следует, что сумма чисел, вы

бранных Васей, равна 6,35 · 35, то есть не целому числу, 
а сумма целых чисел должна быть целой. 

Д4. Ответ: 3 км/ч. 
Длина маршрута составляет 10 + 8 + 6 = 24 (км). Время 

движения туриста равно 10: 5 + 8: 1,6 + 6: 6 = 8 (ч). Сле
довательно, его средняя скорость равна 24 : 8 = 3 (км/ч). 

Д5. Ответ: 32 года. 
Сумма возрастов одиннадцати футболистов равна 11 х 

х 22 = 242 года. После того, как один игрок ушёл, сумма 
возрастов стала 1 О · 21 = 21 О лет. Вычислив разницу, по
лучим, что ушедшему игроку было 32 года (сравните с за
дачей 1.9). 

Д6. Ответ: 40 л первого раствора и 100 л второго. 
Решение задачи аналогично решению задачи 1.6. 

Д7. Ответ: 76%. 
Первый способ. Пусть делегация состоит из х спортсме

нов и у чиновников, тогда суммарный возраст всех спортс

менов равен 22х, а чиновников - 47у. Делегация насчи

тывает х +у человек, поэтому её суммарный возраст ра

вен 41(х +у). Получим уравнение 22х+ 47у = 41(х +у). 
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Упростив его, получим, что 6у = 19х. Доля чиновников, 
выраженная в процентах, равна 

у 6у 
-- · 100% = · 100% = 
х+у 6х+6у 

19х 19 
6х + 19х · 100% = 25 · 100% = 76%. 

Второй способ. Средний возраст всех членов делегации 

является взвешенным средним арифметическим чисел 22 
и 47. Число 41 делит отрезок [22; 47] в отношении 19: 6, 
считая от 22. Значит, отношение количества чиновников 
к количеству спортсменов будет обратным, то есть 6 : 19. 

. 19 
Поэтому доля чиновников составляет 

25 
от всех членов де-

легации, то есть 76% (сравните с задачами 1.6 и 1.12). 

Д8. Ответ: 15 ничьих. 
Общая сумма очков, набранных командами, равна 12 х 

10. 9 
х 10 = 120. Всего в турнире было сыграно -

2
- = 45 мат-

чей. Заметим, что в каждом матче в случае выигрыша од

ной из команд в общую сумму очков добавляется 3 очка, 
а в случае ничьей - 2 очка. Наибольшая сумма очков, 
которую могли набрать команды, равна 45 · 3 = 135. Так 
как команды набрали на 135-120 = 15 очков меньше, 15 
матчей закончились вничью. 

Д9. Ответ: 5 троек. 
Условие задачи удобно записать в виде таблицы: 

Оценки «3» «4» «5» 
Вася х у z 
Коля z х у 

Тогда равенство средних баллов Васи и Коли (при оди

наковом количестве оценок) означает, что 3х + 4у + 5z = 
= 3z+4x+5y, следовательно, х+у = 2z. Так как x+y+z = 
= 15, то 3z = 15, то есть z = 5. 

ДlО. Ответ: на 23 см. 
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Пусть рост самого высокого ученика класса равен х см, 

самого низкого - у см, а суммарный рост остальных уче

ников равен S см. Если количество учеников в классе рав-
8 +у 3 s+x 4 

но n+ 1, то -- = 148- и -- = 149-. Вычитая из второ-
п 4 п 7 

го уравнения первое и умножая обе части получившегося 
23п 

уравнения на п, получим х-у = 
28

• По условию числах и 

у целые, значит, число х - у также целое. Учитывая, что 

п - натуральное число, не превосходящее 30, получим, 
что п = 28, следовательно, х - у = 23. 

2 
Дll. Ответ: З (а+ Ь +с) - d. 

Пусть х - среднее арифметическое чисел, записанных 

во втором столбце. Так как в каждой строке записано оди

наковое количество чисел, среднее арифметическое всех 

а+Ь+с 
чисел в таблице равно 

3 
• В столбцах также поров-

ну чисел, поэтому среднее арифметическое всех чисел в 

d+x d+x а+Ь+с 
таблице равно также -

2
-. Из уравнения -

2
-

3 
2 

получим, что х = 3 (а + Ь +с) - d. 

Д12. Ответ: на год. 

Решение задачи полностью аналогично решению зада

чи 2.1. 

Д13. Ответ: О. 

(а1 - m) + (а2 - m) + ... + (ап - m) 
п 

(а1 + а2 + ... + ап) - тп = тп - тп = О. 
п п 

Полученный результат можно сформулировать так: среднее откло

нение от среднего арифметического равно нулю (так же как и сумма 

отклонений). Для двух чисел - см. рисунок к задаче lA. См. также 
комментарий к задаче 2.1. 

Д14. Ответ: 70 очков. 
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Третий стрелок выбил (60+80): 2 = 70 очков. Каждый 
следующий также выбил по 70 очков (см. задачу 2.9). 

Д15. Ответ: нет, не может. 

Предположим противное, тогда, вычислив сумму всех 

чисел таблицы исходя из столбцов, получим, что эта ве

личина положительна, а вычислив ту же сумму исходя из 

строк, получим, что она отрицательна. 

Вместо суммы всех чисел таблицы можно вычислять их среднее 

арифметическое (сравните с задачей Дll). 

Д16. Ответ: да, мог. 

Если IQ этих учёных был ниже, чем средний IQ в стра
не Р, но выше, чем средний IQ в стране А, то так и про
изойдёт (сравните с задачей 2.3). 

Д17. Ответ: да, мог. 

Такое могло быть, например, если в классе Боба много 

мальчиков и мало девочек, а в классе Вани - наоборот 

и при этом средний рост одноклассников Боба больше, чем 

средний рост одноклассниц Вани. 

Приведём числовой пример. Пусть в классе Боба 5 де
вочек, средний рост которых 140 см, и 20 мальчиRов, сред
ний рост Rоторых 150 см, а в классе Вани 20 девочек, сред
ний рост которых 142 см, и 5 мальчиRов, средний рост 
которых 152 см. Тогда средний рост в классе Боба равен 
(140 · 5 + 150 · 20) : 25 = 148 (см), а средний рост в классе 
Вани равен (142 · 20 + 152 · 5) : 25 = 144 (см) (сравните 
с задачей 2.4). 

Д18. Решение задачи полностью аналогично решению 

задачи 2.5. Отметим также, что среднее арифметиче
С1Сое в условиях этих задач можно заменить на любое дру

гое среднее. 

Д19. Ответ: нет, не верно. 

Пусть, например, улитка двигается так: первые пол

часа отдыхает, потом за полчаса проползает один метр, 

потом опять полчаса отдыхает и так далее. Рассмотрим 

первые 1,5 часа её движения. За это время она проползёт 
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1 
1 метр, значит, её средняя скорость равна 

1,5 
в час (сравните с задачей 2.12). 

Д20. Ответ: нет, не может. 

2 

3 
метра 

Пусть это не так и п - наименьшее среди таких чисел. 

Так как среднее арифметическое различных чисел больше 

наименьшего из них, оно больше п, а наибольший общий 

делитель не превосходит п - противоречие. 

Д21. Упорядочим выписанные числа по возрастанию: 
ai + а3 +аз 

а1 < а2 < аз < . . . < а1ОО· Пусть т = 
3 

, k = 
ai + а3 + аз + а4 ~ = 

4 
, тогда т < k. Деиствительно, т <аз< а4, 

значит, в набор из трёх чисел добавлено число а4 , боль

шее, чем т - их среднее арифметическое, что приводит 

к увеличению среднего арифметического. Очевидно, что 

среднее арифметическое любого другого набора из четы

рёх записанных чисел, больше чем k. 

Д22. Упорядочим записанные числа по возрастанию: 

а1 (; а2 (; аз (; ... (; ап. Будем двигаться слева направо 
по этой строке, до тех пор пока не дойдём до знака строго 

неравенства (если такого нет, то все числа равны). Пусть, 

например, ak-1 = ak < ak+1• тогда среднее арифметическое 
этих трёх чисел больше, чем ak, но меньше, чем ak+1· Зна

чит, среди записанных чисел его нет. 

Остается рассмотреть случай, когда а 1 < а2 (; аз. Ес
ли а2 = аз, то среднее арифметическое чисел а 1 , а2 и аз 
больше, чем al, но меньше, чем а2, поэтому оно не может 
быть записано на доске. Значит, al < а2 < аз, и среднее 
арифметическое этих чисел равно а2. В этом случае рас

смотрим средние арифметические двух троек чисел а 1, а2, 

а4 и а1, аз, а4. Если а4 = аз, то среднее арифметическое 

первой тройки чисел равно а2, а среднее арифметическое 

второй тройки чисел больше, чем а2, но меньше, чем аз, -
противоречие с условием. Если же аз < а4, то условие за
дачи может выполняться только в случае, когда у каждой 

из рассматриваемых троек чисел среднее арифметическое 
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равно а3 , но это невозможно, так как среднее арифметиче

ское второй тройки чисел больше, чем первой. 

Таким образом, остается принять, что все записанные 

числа равны. 

Д23. Докажем, что при всех натуральных k от 1до100 
выполняется неравенство ak ~ k (из чего и следует утвер
ждение задачи). Для этого рассмотрим числа вида bk = 

= ak - k и докажем, что среди них нет положительных 
чисел. Действительно, Ь1 = Ь100 =О, а для остальных зна
чений k верно, что 

Ь _ k ~ ak-1 + ak+1 _ k = 
k - ak - "' 

2 
(ak-1 - (k - 1)) + (ak+1 - (k - 1)) 

2 
Пусть среди таких чисел есть положительные, тогда 

выберем наибольшее из них - Ът и рассмотрим два со

седних с ним числа: Ьт-1 и Ьт+1· Каждое из этих чисел 
Ьт-1 + Ьт+l 

не превосходит Ът, но 
2 

;;?: Ьт, значит, Ьт-1 = 

= Ьт = Ьт+1· Проводя аналогичное рассуждение и двига
ясь таким образом к краю, получим противоречие. 

Д24. Ответ: при чётных п. 
(п + l)n 

Сумма всех натуральных чисел от 1 до п равна 
2 

, 

ф п+1 3 б ~ 
а их среднее ари метическое равно -

2
-. начит, в лю ои 

расстановке при нечётных значениях п среднее арифме

тическое всех чисел будет целым, то есть условие задачи 

выполняться не будет. Если же число п - чётное, то чис

ла можно расставить так: 2, 1, 4, 3, 6, 5, ... , п, п - 1. 
Докажем, что предъявленная расстановка удовлетворяет 

условию задачи. Заметим, что числа, стоящие в ней на 

чётных местах, на 1 меньше своего номера, а числа, сто
ящие на нечётных местах - на 1 больше своего номера. 
Значит, сумма подряд стоящих чисел будет равна сумме 

номеров, если количество чисел чётно, и будет на 1 отли
чаться от суммы номеров, если количество чисел нечётно. 
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Но последовательность номеров - это натуральные числа 

от 1 до п, взятые в порядке возрастания. Среднее ариф
метическое k номеров подряд, начиная с номера т, равно 
т + (т + k - 1) 2т + k - 1 .. 

2
k • k = 

2 
• При четном k оно полуцелое, 

и, ввиду равенства сумм, совпадает со средним арифме

тическим в предъявленной расстановке. При нечётном k 
среднее арифметическое номеров - целое, но сумма чи

сел отличается от суммы номеров на 1, поэтому среднее 
арифметическое в предъявленной расстановке отличается 

1 
от целого числа на k, то есть опять-таки не является це-
лым. 

Д25. Ответ: а) 6 см (среднее геометрическое чисел 9 
и 4); б) 6 дм (среднее геометрическое чисел 2, 9 и 12). 

а) х2 = 9 · 4 = 62 , где х - длина стороны квадрата 
(в общем виде х = JalJ); б) х3 = 2 · 9 · 12 = 63 , где х -
дirина ребра куба (в общем виде х = ij{iЬc). 

Д26. Ответ: 6 км/ч. 
Пусть V км/ч - искомая скорость, S км - половина 

S S 2S 
пути лошади, тогда 12 + 4 = v' а значит, v = 6 (сред-

нее гармоническое чисел 4 и 12; сравните с задачей 3.2). 

Д27. Ответ: 72%. 
Первый способ («арифметический»). Представим себе, 

что из каждого аппарата идёт две трубки, из одной течёт 

чистый спирт, из другой - вода, а перемешивание проис

ходит в конце. Пусть объём бутыли равен 100 стаканам. 
Крепость k означает, что чистого спирта налилось как раз 
k стаканов. Из условия задачи следует, что каждый из са
могонных аппаратов Труса, Балбеса и Бывалого закачива

ет за 1 час ровно один стакан чистого спирта. Таким обра
зом, за 24 часа три аппарата закачают в бутыль 72 стакана 
чистого спирта, а значит, крепость полученной жидкости 

(после смешивания с водой) будет 72%. 
Второй способ («алгебраический»). Самогонный аппа-

1 
рат Труса наполняет за час - часть бутыли, Балбеса -

а 
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1 1 
- часть бутыли, а Бывалого - - часть бутыли. Посколь-
Ь с 

1 1 1 
ку вел бутыль наполнилась за сутки, - + - + - составл.я

а Ь с 

ет 
2
1
4 
часть бутыли. При этом в жидкости, выработанной 

1 а 1 Ь 1 с 3 
за 1 час, спирт будет составлять -;;: · 

100 
+ ь · 

100 
+ ~ · 

100 
= 

100 
от всей бутыли. 

Следовательно, в итоговом продукте содержание спир-
3 1 72 

та составит 
100 

: 
24 

= 
100 

части бутыли, то есть крепость 

получившейся смеси равна 72%. 

Отметим, что если не учитывать условие, что втроём друзья напол

нили бутыль за сутки, то получим ответ 

3 (1 1 1) 3 
100 : а + ь + -с · 100 = 1 1 1 

-+-+
а Ь с 

3аЬс 
----(%), 
аЬ + Ьс +са 

то есть среднее гармоническое чисел а, Ь и с. В случае, когда а, Ь и с 
1 1 1 1 

связаны условием а + ь + с = 24 ' это выражение приводит к отве-

ту 72%. 

Д28. Ответ: 2 часа. 
Пусть до встречи Ан.я и Бор.я шли t часов. Врем.я, за

траченное пешеходами на каждом из участков АС и ВС 

(С - место встречи), обратно пропорционально их скоро

стям (с.м. задачу 3.6), поэтому, t : 1 = Vв : Vл = 4 : t, 
откуда t = 2 (среднее геометрическое чисел 1 и 4). 

Д29. Ответ: в три раза. 

Пусть Карлсон ест в п раз быстрее Малыша. Поскольку 

печенья они съели поровну, Малышу на то, чтобы съесть 

печенье, понадобилось в п раз больше времени, чем 

Карлсону. Поскольку они начали и закончили одновре

менно, а в какой-то момент поменялись, Карлсон ел ва

ренье столько же времени, сколько Малыш - печенье, 

и наоборот. Значит, варенье Карлсон ел в п раз дольше, 

чем его ел Малыш. Следовательно, Карлсон съел варенья 

в n·n = п2 раз больше, чем Малыш. Таким образом, п2 = 9, 
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то есть п = 3 (среднее геометрическое чисел 9 и 1; сравни
те с задачами 3.6 и Д25). 

Д30. Ответ: прав Ваня. 

Продавец, по-видимому, нашёл среднее арифметичес

кое цен: (40 + 60 + 120) : 3 = 73~ (руб.), но не учёл, что 
конфеты разного сорта войдут в смесь в разных количе

ствах. 

Ванина же логика такова: пусть S рублей - стоимость 
s 

конфет каждого сорта, тогда всего конфет привезли 
40 

+ 
s s s + 
60 

+ 
120 

= 
20 

(кг). Следовательно, 1 кг смеси должен 
s 

стоить 38 : 
20 

= 60 (руб.) - среднее гармоническое чисел 

40, 60 и 120 (сравните с задачей 3.10). 

Д31. Ответ: 10. 
Заметим, что произведение чисел, записанных на дос

ке, не изменяется. Действительно, если в какой-то день 

на доске записаны числа а и Ь, то на следующий день бу-
а + Ь 2аЬ а + Ь 2аЬ 

дут записаны числа -- и --. При этом -- · -- = аЬ. 
2 а+Ь 2 а+Ь 

Поэтому искомое произведение равно изначальному: 5 · 2 = 
= 10. 

2аЬ 
Д32. Ответ: на --. 

а+ь 

Пусть у Вовочки в первой четверти было т оценок, а во 

второй четверти - п оценок. Из условия задачи следует, 
1 1 

что а = -, Ь = -. Следовательно, 
т п 

2 
балл Вовочки увеличился на ~~ 

m+n 

нее гармоническое чисел а и Ь). 

за полугодие средний 

2 2аЬ -- (сред
а+ь _! + _! 

а Ь 

Д33. Ответ: меньшее относится к большему как 9 : 16. 
Пусть х и у - искомые числа. По условию 

х+у 

2yfi[j 
25 {::} ~ + Гi_ = 25. 
24 у у ух 12 
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Сделав замену переменных ~ = с, получим квадрат-, v у 
ное уравнение 12с2 - 25с + 12 =О, корнями которого яв-

3 4 
ляются числа - и -. Следовательно, х : у = 9 : 16 или 

4 3 
х: у= 16: 9. 

Д34. Ответ: v = ~· 
Пусть v - искомая скорость автомобиля в середине 

участка, t - время, за которое автомобиль преодолел по

ловину пути, Т- время, за которое он проделал весь путь. 

Далее рассмотрим два способа решения задачи: «физиче

ский» и «геометрический». 

Первый способ («физический»). Рассмотрим координат

ную прямую, направление которой совпадает с направле

нием движения автомобиля, а начало отсчёта совпадает 

с началом рассматриваемого участка дороги. Тогда v = 

= V1 + at И V2 = V1 + аТ, где а - ускорение движения. 
V- V1 

Выражая из каждого уравнения время, получим t = --; 
а 

Т = V2 - V1 • 

а 

at2 

Пусть S - длина половины участка, тогда S = v1 t + 2 
аТ2 

и 28 = v1 Т +-
2
-. Выражая S и приравнивая получившиеся 

v т аТ2 at2 

выражения, имеем++ 4 = v1t + 2 {::} 2v1(T - 2t) = 
= a(2t2 - Т2 ). Подставляя в это уравнение найденные зна
чения t и Т, получим: 

Следовательно, v = ~ - среднее квадратичное 
данных скоростей. 
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Второй способ («геометрический»). Рассмотрим 

график зависимости скорости автомобиля от времени на 

заданном участке, считая, что v 1 - начальная скорость 

автомобиля (см. рис. 1). Тогда путь, пройденный автомо
билем в каждый момент времени, равен площади трапе

ции, ограниченной построенным графиком, осями коор

динат и вертикальной прямой, соответствующей выбран

ному моменту времени. 

Путь, пройденный за время t, в два раза меньше пу
ти, пройденного за время Т, то есть искомая скорость рав

на длине отрезка, параллельного основаниям трапеции и 

делящего её площадь пополам. Его длина равна среднему 

квадратичному длин оснований трапеции (см. задачу 5.2), 

тоестьv=~. 
v 

t т t 

Рис. 1 

Д35. Ответ: первый жук вернулся раньше. 
~ 28 128 

Первыи жук затратил на весь путь время ti = v = бV, 

~ 28 38 138 
тогда как второи жук затратил время t2 = 

3
v + 

2
v = бV; 

ti < t 2 (сравните с задачей 4.6). 

Д36. Ответ: с более медленным течением. 

Различные способы решения этой задачи аналогичны 

способам решения задачи 4.9. 

Д37. Решение задачи полностью аналогично решению 

задачи 4.11. 
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. а+ (3 
Д38. Ответ. -

2
-. 

Проведём хорду AD (см. рис. 2), тогда угол АРВ -
внешний для треугольника APD, значит, LAPB = LPDA+ 

1 1 cx+f3 + LPAD = 2 а + 2р = -
2

- - среднее арифметическое дан-

ных величин. 

Отметим, что если точка Р лежит вне окружности, то аналогично 

доказывается, что LAPB = lcx; f31. 

в 

с 

А' О' В' 

Рис. 2 Рис. 3 

Д39. Пусть радиусы данных окружностей равны r и R, 
тогда АВ = r + R (см. рис. 3). Центр О окружности с диа
метром АВ лежит на биссектрисе данного угла, значит, 

точка О равноудалена от сторон угла. 

Пусть А', О' и В' - основания перпендикуляров, опу

щенных из точек А, О и В соответственно на одну из сто

рон угла, тогда, так как 00' - средняя линия трапеции 
АА1 + ВВ' r + R 1 

АА'В'В, то 00' = 
2 

= -
2

- = 2Ав. Следователь-
но, окружность с центром О и радиусом, равным половине 

АВ, касается сторон угла. 

Д40. Пусть W - вторая точка пересечения прямой KD 
и описанной окружности, тогда DW - диаметр окружно

сти, значит, LDAW = 90° (см. рис. 4). Кроме того, AW -
биссектриса угла ВАС, поэтому биссектрисы внешних уг

лов треугольника при вершине А лежат на прямой AD, 
следовательно, на этой прямой лежат и центры Оь и Ос 
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указанных вневписанных окружностей. Опустим перпен

дикуляры ОсВо и ОьСо на прямую ВС, тогда ОсВо = rc, 
ОьСо = rь. Таким образом, ОьОсВоСо - трапеция, и утвер

ждение задачи равносильно тому, что отрезок KD являет
ся её средней линией. 

Пусть ОсТ - радиус вневписанной окружности, про

ведённый к стороне АВ, N - точка касания этой сторо

ны и окружности, вписанной в треугольник АБС, тогда 

ВВо = ВТ = AN = р - а (ВС = а, р - полупериметр тре

угольника АБС). Аналогично получим, что СС0 = р - а= 
= ВВо. Кроме того, ВК = СК, поэтому К - середина от

резка ВоСо. Учитывая, что KD 11 ОсВо 11 ОьСо, получим 
требуемое утверждение. 

Отметим, что если треугольник АВС - равнобедренный (АВ = АС), 
то точки А и D совпадают. В этом случае утверждение задачи также 
выполняется, так как rь = rc = KD. 

Соотнеся доказанное утверждение с решением задачи 8.8, можно 
получить ещё один пример двух средних на одном чертеже. 

в 

ь с 

w 

Рис. 4 Рис. 5 

Д41. Рассмотрим треугольник АБС и окружность с цен

тром I и радиусом r, вписанную в него (см. рис. 5). Пусть 
К - точка касания этой окружности со стороной АВ, то

гда ВК = р - Ь, где р - полупериметр треугольника АБС. 

Из пря.моугольного треугольника BIK: ctg L.B = Р - ь. Ана-
2 r 

L.A р - а L.C р - с р - а р - с 
логично ctg - = --, ctg - = --. Так как --+-- = 

2 r 2 r r r 
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2р - (а+ с) 2р - 2Ь = = {::} 2Ь =а+ с, числа а, Ь и с составля-
r r 

ют арифметическую прогрессию тогда и только тогда, ко-
р- а р-Ь р-с 

гда числа --, и составляют арифметическую 
r r r 

прогрессию. 

Д42. Пусть стороны треугольника АВС связаны соот
а +с 

ношением Ь = --, тогда средним по величине является 
2 

угол в. 
i'B r 

Первый способ. Так как tg - = -- (см. рис. 5) и 
2 р-Ь 

_ 8 дАВС _ J~(p---a-) (р-_-Ь_) _(р ___ с_) t i'B _ J (р - а) (р - с) 
r - --- - , то g - - . 

р р 2 р(р- Ь) 

По неравенству между средним геометрическим и сред-
р - а+ р - с ь 

ним арифметическим v(p - а) (р- с) ~ 2 2 

3Ь 
Учитывая, что в разн?стном треугольнике р = 2 , полу-

Ь../3 i'B ../3 
чим Jp(p- Ь) = -

2
-. Тогда tg 2 ~ 3 , следовательно, 

~ ~ 30°, то есть LB ~ 60°. 

Второй способ. Обозначим а = Ь - d, с = Ь + d и вычис
лим косинус угла В, используя теорему косинусов: 

а2 + с2 - ь2 
cosLB = 

2 ас 
(Ь - d) 2 + (Ь + d) 2 - Ь2 

2(Ь - d)(b + d) 

ь2 + 2d2 1 3d2 

= 2ь2 - 2d2 = 2 + 2 (Ъ2 - d2) 

так как второе слагаемое неотрицательно. Следовательно, 

L_B ~ 60°. 
1 

Д43. Используя то, что r = Зhь (см. задачу 6.2) и фор-
1 аЬс 

мулы S = 2ьhь и R = 
48 

(S - площадь данного треуголь-

аЬс hь Ьhь 
ника), получим 6Rr = 6 · 

48 
· З =ас· 

28 
=ас. 

Отметим, что аналогичным образом доказываете.я и обратное утвер

ждение, поэтому сформулированное в задаче условие .явл.яетс.я необхо-
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димым и достаточным условием того, чтобы треугольник АВС был раз-

ностным (см. занятие 6). В 

Д44. Пусть D - произвольная 

точка биссектрисы BL треугольни
ка АБС, тогда она равноудалена от 

сторон АВ и ВС. Пусть расстояния 

от точки D до сторон АБ, ВС и АС 
равных, х и у соответственно (см. 

рис. 6). 

А L 

Рис. 6 

с 

Выразим двумя способами площадь треугольника АБС: 
1 

Sl!>AВC = Sl!>ADc+Sl!>ADв+Sl!>cDB = 2(АС·у+АВ·х+ВС·х) = 
1 

= 2АС·hь. Из условия задачи следует, что АВ+ВС = 2АС, 

значит, 2х +у= hь, что и требовалось. 

Отметим, что аналогичным образом доказывается и обратное утвер

ждение, поэтому сформулированное в задаче условие является необхо

димым и достаточным условием того, чтобы треугольник АВС был раз

ностным (см. занятие 6). 

7t 1 4 
Д45. Ответ: - - - arctg - = arctg 2. 

2 2 3 
Поскольку египетский треугольник является разност-

ным, точка I лежит на окружности с диаметром ВО (см. 
задачу 6.5а), следовательно, LBIO = 90° (см. рис. 7). Так 

1 ь 
как BI - биссектриса угла АБС, то LOBI - arctg -

2 а 
1 4 7t 1 4 = - arctg - значит LBOI = - - - arctg -
2 з' ' 2 2 з· 

Получить ответ в более простом виде 

можно либо с помощью тригонометриче-

ских формул, либо вычисляя угол по-дру

гому: если ВС = 3т, АС = 4т, АВ = 5т, 
то радиус вписанной окружности равен т 

(см. задачу 6.4). Пусть К - точка касания 

вписанной окружности и гипотенузы (см. 

рис. 7), тогда ОК = ВО - ВК = О,5т. 3на-
IК 

чит, tgLBOI = tgLIOK = ОК = 2. 

Д46. Продлиммедиану АМ тре

угольника АБС на её длину и от-
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метим точку D (см. рис. 8). Тогда 
ABDC - параллелограмм (по при

знаку). Используя неравенство тре

угольника для треугольника ABD, 
получим AD < AB+BD. "Учитывая, 
что BD = АС и AD = 2АМ, полу
чим АМ < АВ +АС что и требова-

2 ' 
лось доказать. 

При решении можно также воспользо

ваться следствием из векторного равенства 

АМ = ~ (АВ +.АС) (см. задачу 10.5). 

А 

D 
Рис. 8 

Д47. Первый способ. Из равенства AD = BD следует, 
что LDBA = LDAВ = <р (см. рис. 9а). Пусть точка В' сим
метрична точке В относительно прямой CD. Тогда B'D = 
= BD = AD. Кроме того, если точка Е лежит на продол
жении стороны DC за точку С, то LB'CE = LBCE = <р 
(ABCD - вписанный). Следовательно, LB'CB + LBCA = 

= LB'CB+LBDA = 2r.p+ (180°-2r.p) = 180°, то есть точка В' 
лежит на луче АС. В треугольнике AB'D: АВ' < AD+B'D, 

АС+ВС 
значит, 

2 
< AD, что и требовалось. 

В' 

в 

Рис. 9а Рис. 96 

Второй способ. Пусть R - радиус данной окружности, 

LBAC =а, LABC = (3, LBAD = LABD = у (см. рис. 96). 
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По следствию из теоремы синусов ВС = 2R sin а, АС = 
= 2Rsinf3, AD = 2Rsin у. Тогда доказываемое неравен-

sin а+ sin,В . 
ство равносильно неравенству 

2 
< sш у. Так как 

а+,В (3 - у= LCBD = LCAD =у - а, то -- у. Завершить 
2 

доказательство можно по-разному: 

sin а + sin ,В . а + ,В а - ,В . а - ,В . 
1) 

2 
= sш-2-·cos-2- = sш y·cos-

2
- < sш у, 

так как cos а-(3<1; 
2 

2) учитывая, что углы а, (3 и у лежат на интервале 
(О; тr) и график функции у= sinx расположен на этом пpo

sin а+ sin,В 
межутке выпуклостью вверх, получим, что 

2 
< 

. а+,В . ( Й ) < sш -
2
- = sш у неравенство енсена . 

Доказанное неравенство можно интерпретировать следующим об

разом: если хорда АВ окружности фиксирована, а точка С «бегает» 

по одной из дуг АВ этой окружности, то периметр треугольника АВС 

будет наибольшим, если треугольник АВС - равнобедренный с осно

ванием АВ. 

Д48. Докажем вспомогательное утверждение, которое 

называется формулой Карно: в остроугольном треуголь

нике сумма расстояний от центра описанной окружности 

до сторон треугольника равняется сумме радиусов описан

ной и вписанной окружностей. 
ra - r 

Воспользуемся двумя равенствами: 1) М1 W = 
2 

rь + rc 2) M1D = -
2
-, где М1 - середина стороны ВС, W -

точка пересечения биссектрисы угла ВАС с окружностью, 

описанной около треугольника, D - точка, диаметрально 

противоположная точке W; г, Га, гь и Гс - радиусы впи

санной и вневписанных окружностей, касающихся сторон 

ВС, АС и АВ соответственно. 

Докажем равенство 1). Пусть точки I и Оа соответст
венно - центры вписанной окружности и вневписанной 

окружности, касающейся стороны ВС, К и Р - точки ка

сания этих окружностей с ВС (см. рис. 10). 
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Рис. 10 

Так как W - середина отрезка IOa (следствие из теоре
мы «трилистника», см. задачу 6.1) и WM1 11IK11 LOa, то 
WQ - средняя линия треугольника ILOa (L и Q - проек

ции точек Оа и W на прямую, параллельную ВС и прохо-
1 ra + r 

дящую через точку J). Следовательно, WQ = -OaL = --, 
2 2 

ra - r 
тогда М1 W = WQ - M1Q = -

2
-. 

Равенство 2) доказано в задаче Д40. 
1 

ra - r rь + rc 
Из равенств ) и 2) следует, что -- + -- = 2R ~ 

2 2 
~Га+ rь +Гс= г+ 4R. Обозначив через М2 и Мз середины 
сторон АС и АВ и используя для этих точек равенства, 

аналогичные 1), получим 

( 
Га - г) ( rь - г) ( Гс - г) = R--2- + R--2- + R--2- = 

= ЗR- Га+ rь ~Гс - 3г = ЗR- г + 4~ - 3г = R + г. 
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Далее используем равенство АН = 20М1 (следует из 

того, что треугольник АВС гомотетичен своему «средин

ному» треугольнику с центром в точке пересечения меди

ан и коэффициентом k = -2). Аналогично ВН = 20М2 и 

СН = 20М3 • Тогда АН+ ВН + СН = 2R + 2r:::::; 3R, так как 
в любом треугольнике R ~ 2r. 

Ан+вн+сн 
Следовательно, 

3 
:::::; R, что и требовалось. 

Д49. Пусть отрезки NE и MF 
делят данный четырёхугольник 

АВСD на три четырёхугольника 

(см. рис. 11). Проведём отрезки 
CN, ЕМ и FA, а также опустим 
перпендикуляры NN', ММ' и 
АА' на прямую CD. Эти перпен-
дикуляры являются высотами в 

треугольниках CNE, EMF и FAD А 

соответственно, проведёнными к 

равным сторонам. Пусть длины 
Рис. 11 

с 

D 

этих высот равв:ы h1, h2 и h3 соответственно, тогда S6 cNE: 
: St;,EMF : St;,FAD = h1 : h2 : h3. Отрезок ММ' - средняя 

1 
линия трапеции ANN'A', поэтому h2 = 2(h1 + h3). Следо-

вательно, (h1 ; h2; hз) - арифметическая прогрессия, то

гда (St;,CNE; St;,EMF; St;,FAD) - также арифметическая про
грессия. Аналогично доказывается, что (St;,вcN; St;,NEм; 
St;,мFA) - также арифметическая прогрессия. Поскольку 
сумма двух арифметических прогрессий является ариф

метической прогрессией, то и (SвcEN; SNEFм; SмFnA) 
арифметическая прогрессия. 

Следовательно, SNEFM = ~(SвcEN + SмFDA) = ~· 

Отметим, что полученный в задаче результат можно обобщить: ес

ли каждую из двух противолежащих сторон выпуклого четырёхуголь

ника разделить на п равных частей и соединить соответствующие точ

ки деления, то площади образовавшихся четырёхугольников составля

ют арифметическую прогрессию. 
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Д50. Пусть углы а, f3 и у треугольника таковы, что 
f3 а+у (3 = -

2
-, тогда, учитывая, что а+ + у = 180°, получим, 

что (3 = 60°. Без ограничения общности можно считать, 
что а~ (3 ~ у, тогда а~ Ь ~с. 

а) Обозначим а = Ь - d, с = Ь + d, тогда, по теореме 
косинусов Ь2 = (Ь + d) 2 + (Ь - d) 2 - 2(Ь + d) (Ь- d) cos 60° {::? 

{::? ь2 = 2Ь2 + 2d2 - ь2 + d2 
{::? d =о (сравпите с решепием 

задачи Д.42.) 
ь 

б) Обозначим а=-, с= bq, тогда по теореме косинусов 
q 

ь2 ь 1 
Ь2 = Ь2 q2 + 2 - 2bq. - . cos 60° {::? q2 + 2 = 2. Учитывая, что 

q q q 
q >о, получим q = 1. 

В обоих случаях треугольник - равносторонний. 

Д51. Ответ: 30°. 
Можпо решать по апалогии с задачей 7.3, по есть и 

другой способ: пусть в ромбе АВСD угол А - острый (см. 

рис. 12). Проведём высоту DH и выразим площадь ромба 
AC·BD 2 

двумя способами: АВ · DH = 
2 

• По условию АВ = 
1 1 

=АС· BD, значит, DH = -АВ = -AD. Из прямоугольного 
2 2 

треугольника AHD получим, что L.BAD = 30°. 

A<Cl=>C 
D 

Рис. 12 

с 

L1x 
А D В 

Рис. 13 

Д52. Из прямоугольного треугольника ADC получим 
AD2 

AD2 = АС. АЕ, значит, АЕ = АС (см. рис. 13). Анало-
ВD2 

гично из треугольника BDF: BF = вс. Учитывая, что 

AD · BD = CD2 и АС· ВС = АВ · CD, получим: 

. . F _ . AD2 
• BD2 АВ · CD4 

_ 3 
АВ АЕ В -АВ АС·ВС AB·CD -CD. 
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Следовательно, CD = ij АВ · АЕ · BF (среднее геометри
ческое трёх отрезков). 

На этом же чертеже можно также показать среднее геометриче

ское пяти и даже семи отрезков. Действительно, учитывая, что CD2 = 
= AD х BD, получим, что CD = ~ АВ · AD · BD · АЕ · BF, а используя 
тот факт, что CD2 =АС· СЕ= ВС · CF, получим, что 

CD = :fJ АВ ·АС· ВС · АЕ ·СЕ · BF · CF. 

Д53. Проведём отрезки РА и РВ (см. рис. 14). Из равен
ства вписанного угла АВР и угла МАР между касательной 

и хордой следует подобие прямоугольных треугольников 
РК РВ 

РВК и РАМ. Следовательно, РМ = РА. Аналогично из по-

РN РВ 
добия треугольников PBN и РАК получим, что - = -. 

РК РА 

Из полученных соотношений следует, что РК2 = РМ · PN, 
что и требовалось. 

с 

Рис. 14 Рис. 15 

Д54. Заметим сначала, что АР= AQ (см. рис. 15). Дей
ствительно, из условия задачи следует, что L.PTA = L.QTC 
и L.TAP = L.TCQ (угол между касательной и хордой ра
вен вписанному углу, опирающемуся на ту же дугу). Но 

L.APQ = L.PTA + L.TAP (внешний угол треугольника ТРА), 
L.AQP = L_QTC + L-TCQ (внешний угол треугольника TQC). 
Значит, L.APQ = L.AQP, то есть треугольник APQ - рав

нобедренный: АР= AQ. По основному свойству биссектри
сы, применённому к треугольникам ТАВ и ТАС, получим 
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АР ТА AQ ТА - = - и - = - . Перемножив почленно эти равенства, 
РВ тв Qe те 

AP·AQ ТА2 

получим, что = . Используя теорему о каса-
РВ ·Qе тв.те 

тельной и секущей: ТА2 =ТВ· ТС и учитывая, что АР= 
АР2 

= AQ, получим, что = 1, значит, АР= JPB · QC, 
РВ-Ре 

что и требовалось. 

Отметим, что существуют различные вариации приведённого спо

соба решения. В частности, можно также использовать подобие тре

угольников АРТ и eQT (по двум углам). 

Д55. Ответ: Jpcj_. 
Пусть О - центр окружности, описанной около тре

угольника АБС, А' и В' - середины сторон ВС и АС (см. 

рис. 16). Рассмотрим окружность, описанную около тре
угольника OPQ. Так как L_OPQ = 90° - L_ACH = L_BAC 
и L_COA' = L_BAC (вписанный угол равен половине цен
трального), то L_COQ = L_OPQ, значит, СО - касательная 

к этой окружности. Тогда СО2 = СР · CQ, то есть R = Jpcj_. 
Можно обойтись и без вспомогательной окружности, используя по

добие треугольников eoQ и еРО. 

А 

Рис. 16 Рис. 17 

Д56. Пусть АБС данный треугольник, I - центр 

вписанной в него окружности (см. рис. 17). Тогда AI 
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биссектриса угла ВАС, и на ней, по теореме «трилистни

ка» (см. занятие 6), лежит центр W окружности, проходя
щей через точки В, С и I. Пусть, например, АВ >АС, то
гда эта окружность вторично пересечёт отрезок АВ в точ

ке С'. Рассмотрим симметрию относительно прямой AW. 
При этой симметрии образом луча АС является луч АВ, 

а окружность переходит в себя, поэтому образом точки С 

является точка С'. Следовательно, АС' = АС. Пусть АХ -
отрезок касательной, проведенной из вершины А к данной 

окружности (Х - точка касания), тогда АХ2 = АС' · АВ = 
=АС· АВ, что и требовалось. 

G 

Рис. 18 Рис. 19 

Д57. На луче, дополнительном к лучу CD, отметим точ
ку G (см. рис. 18). Дважды используя теорему о равен
стве вписанного угла и угла между касательной и хор

дой, получим, что L_CDA = L_САВ = L_GCB. Следователь
но, ВС 11 AD, то есть АВСD - трапеция (или параллело

грамм). Тогда L_CAD = L_BCA, поэтому треугольники CAD 
АС AD 

и ВСА подобны (по двум углам). Значит, - = -, то 
СВ СА 

есть АС = J AD · ВС. Отрезок EF, соединяющий середи
ны сторон АВ и CD, является средней линией трапеции 

AD+BC 
ABCD, следовательно, EF = 

2 
. (Если ABCD - па-

раллелограмм, то треугольники CAD и ВСА равны, причём 
АС = СВ = AD = EF.) По неравенству между средним гео-
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метрическим и средним арифметическим (см. занятие 4) 
АС::;::; EF, что и требовалось. 

Д58. Рассмотрим произвольную точку D отрезка АС. 
Эта точка окажется искомой, если BD 2 = AD · CD. Про
ведём окружность, описанную около треугольника АВС, 

и продлим отрезок BD до пересечения с окружностью в 
точке Р (см. рис. 19). Тогда, по свойству пересекающихся 
хорд окружности, DB·DP = AD·CD. Следовательно, долж
но выполняться равенство BD = DP. Поэтому для построе
ния искомых точек достаточно построить образ описанной 

окружности при гомотетии с центром В и коэффициентом 

k = 0,5. Точки D1 и D2 пересечения полученной окружно
сти со стороной АС и будут искомыми. 

Этот же результат можно описать по-другому: D1 и D2 - точRи 

пересечения АС с окружностью, которая получается из рассмотренной 
1 

при гомотетии с центром В и коэффициентом k = 2 . 

3-v15 ь 3+v15 
Д59. Ответ: -- < - < --. 

2 а 2 
Пусть h~ = ha · hь, тогда, учитывая, что высоты тре

угольника обратно пропорциональны сторонам, к которым 
1 1 1 1-L 

они проведены, получим 2 = - · -, то есть с = vab. За-
е а Ь 

метим, что если а= Ь, то треугольник - равносторонний 

и для него условие задачи выполняется. Пусть а> Ь, тогда 

а> с= VаБ, значит, условие задачи выполняется тогда и 

только тогда, когда выполняется неравенство ь + vаь > а. 
Разделив обе части неравенства на а и сделав замену t = 

= /!• получим неравенство t 2 + t - 1 >О. "Учитывая, что 
v15-1 ь (v15-1)2 t >О, получим t >---.Следовательно, - > --- = 

2 а 2 
3-v15 u = --- . Случаи а < Ь аналогичен рассмотренному. 

2 

Д60. Ответ: vS1S2. 
Пусть площадь треугольника АВС равна S (см. рис. 

20). Из подобия треугольников DBF и АВС следует, что 
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S (BD)2 ; = ВА , а из подобия треугольников DAE и ВАС сле-

82 (AD) 2 {S; {S; BD+AD 
дует, что s = АВ . Тогда у s + у s = АВ = 1. 

Следовательно, 8 = ( JS1 + JS2) 2
, а так как CFDE - па-

1 1 ( раллелограмм, 8дсЕF = 28cFDE = 2 8 - 81 - 82) = ../8182. 

в 

А с 

Рис. 20 

Отметим, что из неравенства между средним арифметическим и 

средним геометрическим следует, что площадь параллелограмма CFDE 
не превосходит суммы площадей треугольников BDF и ADE, то есть 
не превосходит половины площади треугольника АВС (равенство до

стигается, если D - середина АВ). Полезно сравнить полученные ре

зультаты с результатами, полученными в задаче 7.8. 

Д61. Рассмотрим окружность, 

описанную около треугольника 

АВС (см. рис. 21). Точка Н', сим
метричная Н относительно сторо

ны ВС, лежит на этой окружно

сти. Из прямоугольного треуголь

ника ВКС получим KD2 = BD·DC. 
По теореме о произведении отрез

ков хорд BD · DC = AD · DH' 
AD · DH. Следовательно, 

2 1 2 2 1 2 
86вкс = 4вс ·KD = 4вс ·AD·DH = 

Н' 

Рис. 21 

= (~вс.Аn) · (~вс.пн) =8дАВс·8двнс. 
что равносильно утверждению задачи. 
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Д62. Пусть Н - ортоцентр треугольника АБС (см. рис. 

22). Докажем, что стороны треугольников DEF и MLK со
ответственно параллельны. 

к 

м 

L 

Рис. 22 

Действительно, так как LAEH = LAFH = 90°, точки 
А, Е, Ни F лежат на одной окружности. Следовательно, 
LAEF = LAНF = 90° - LБAD = LABC. С другой сторо
ны, LАБС = LCAL (вписанный угол и угол между каса
тельной и хордой). Таким образом, LAEF = LCAL, зна
чит, EF 11 AL. Аналогично доказывается параллельность 
других пар сторон, поэтому треугольники DEF и MLK по-

St::,мLк Р~пк 
добны. Следовательно, = -

2
- (1), где р - пoлyпe-

St::,nEF PnEF 
риметр соответствующего треугольника. Пусть R - ради

ус окружности, описанной около треугольника АБС. Так 

как для треугольника MLK эта окружность является впи
санной, то St:,.мLк = P6MLK · R (2). 

Докажем, что St:,.лвс = P6DEF · R (3). Действительно, 
соединив центр О окружности, описанной около треуголь

ника АБС, с вершинами и основаниями высот этого тре

угольника, получим, что St:,.AВC = SoEAF + SoFBD + SoncE· 
Так как ОА l_ KL и KL 11 EF, то ОА l_ EF, значит, SoEAF = 

1 1 
- EF · QA - EF · R. Получив аналогичные соотноше-
2 2 
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ния для четырёхугольников OFBD и ODCE, приходим к 
равенству (3). Выразив из равенств (2) и (3) полуперимет
ры и подставив их в равенство (1), после несложных пре
образований получим требуемое равенство. 

Доказанное утверждение можно сформулировать так: площадь тре

угольника есть среднее геометрическое площадей его ортоцентрическо

го и тангенциального треугольников. 

Д63. Утверждение задачи является «двойственным» 

к утверждению задачи 8. la и доказывается аналогично. 
ah 

Д64. Ответ: --. 
a+h 

Пусть KLMN - квадрат, вписанный в данный треу-

гольник, х - длина его стороны, АН - высота треуголь

ника, D - точка пересечения АН и LM (см. рис. 23). Из 
LM 

подобия треугольников LAM и ВАС получим, что вс = 
AD х h-x ah = -, то есть - = --. Значит, х = -- - половина 
АН а h a+h 

среднего гармонического а и h (сравните с задачей 8.3). 

А 

В К а Н N С 

Рис. 23 

Д65. Утверждение задачи непосредственно следует из 

формулы для вычисления длины биссектрисы: 

2Ьс LA 
la = Ь + С • COS 2, 

LA 
так как при О< LA < 180° верно неравенство cos 2 < 1. 
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Д66. Ответ: 120°. 
2Ьс L:A Ьс L:A 

Если la = -- · cos - , то cos -
Ь+с 2 Ь+с 2 

1 
2. Следова-

L:A 
тельно, - = 60°, LA = 120°. 

2 

Д67. а) Так как точка Н принадлежит отрезку KL, рас
стояние от Н до АС равно сумме расстояний от Н до АВ 

и ВС (см. лемму из задачи 8.lб). Пусть D, Е и F - осно

вания высот, проведённых из вершин А, В и С треуголь

ника АБС соответственно (см. рис. 24а), тогда НЕ= HD+ 
НЕ·ВН НD·АН HF·CH + HF {:} вн = АН + сн . Докажем, что чис-

лители этих трёх дробей равны. Действительно, так как 

LADB = LAEB = 90°, точки А, В, D и Е лежат на одной 
окружности. По теореме о произведении отрезков хорд по

лучим АН· HD = ВН ·НЕ. Аналогично, используя окруж
ность, проходящую через точки В, С, Е и F, получим, что 

1 1 1 
ВН ·НЕ= СН ·HF. Таким образом, вн =АН+ сн' что и 
требовалось доказать. 

Е' 

Рис. 24а Рис. 24б 

Равенство AH·HD = ВН·НЕ = CH·HF можно доказать иначе, рас
смотрев две пары подобных треугольников: АНЕ и BHD; СНЕ и BHF, 
либо применив теорему о произведении отрезков хорд для описанной 

окружности, использовать тот факт, что точки D', Е' и F', симметрич
ные ортоцентру треугольника относительно его сторон, лежат на этой 

окружности (см. рис. 24а). 
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б) Пусть О - центр окружности, описанной около тре

угольника АБС, М - основание перпендикуляра, опущен-
1 

наго из О на БС (см. рис. 246), тогда LAOM = 2LAOC = 

= LБ, БН = 20М (следует из того, что треугольник: 
АБС гомотетичен своему «срединному» треугольнику с 

центром в точке пересечения медиан и коэффициентом 

k = -2, см. также задачу Д48). Из треугольника АОМ 
получим ОМ= ОА · cosLAOM, следовательно, БН = 2R · 
cos L_Б. Аналогично АН = 2R · cos L_A и СН = 2R · cos L_C. 
Подставив значения АН, БН и СН в равенство, получен-

1 1 1 
ное в п. а), получим -- = --- +--,что и требова-

соs LB cos LA cos LC 
лось доказать. 

Отметим, что справедливы и утверждения, обратные доказанным, 

что можно показать, проведя аналогичные рассуждения. 

д68 о . п(т + п). п(т + п). 2тп . твет. , , ---. 
т + 2п т + 2п т + 2п 

Пусть в треугольнике АБС (АБ = в 

БС) Р, Q и Т - точки касания 

вписанной окружности со сторона

ми АБ, БС и АС соответственно (см. 

рис. 25). Тогда БР = БQ = т, АТ = 
=АР= CQ =СТ= п, Рt:олвс = АБ + 
+ БС +АС = 2(т + 2п). Пусть ка
сательная к вписанной окружности, 

параллельная БС, пересекает сторо

ны АБ и АС в точках К и L соот-

ветственно и касается окружности в 

А L Т 

Рис. 25 

с 

точке М. Для треугольника AKL данная окружность явля
ется вневписанной, поэтому, Pt:oAКL = AK+KM+AL+LM = 
=АР+АТ= 2п. 

Так как треугольники AKL и АБС подобны с коэффи-
Р ллкL п KL п 

циентом k = --- = ---, то - = ---. Таким об-
Р ллвс т+2п ВС т+2п 
п(т + п) 

разом, KL = - половина среднего гармонического 
т+2п 

отрезков т + п и п (боковой стороны и половины осно-
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вания треугольника). Отрезок касательной, параллельной 

АВ, равен KL, а третий отрезок вычисляется аналогичным 
2тп 

образом и равен --- - половине среднего гармоническо
т + 2п 

го отрезков т и 2п (отрезка ВР и основания треугольни-

ка). 

Д69. Утверждения задачи непосредственно следуют 

из того, что неравенства о средних для двух чисел об

ращаются в равенства тогда и только тогда, когда эти 

числа равны. 

Д70. Рассмотрим произвольный треугольник АБС и 

проведём его медианы АА', ВВ' и СС'. Продлим отрезок 

МВ' на его длину и отметим точку Т (см. рис. 26). Тогда 
АМСТ - параллелограмм (по признаку), а сторонами тре-

2 
угольника АМТ являются отрезки, составляющие З от со-

ответствующих медиан треугольника АБС. Следователь

но, треугольник АМТ подобен треугольнику, составленно-
S 6.лмт 4 1 му из медиан, и 

8
, = g (S - площадь треугольни-

ка, составленного из медиан). С другой стороны, S 6АМТ = 
1 1 

= 2Sлмст = S6лмс = 3S6АВС· 

Таким образом, S' = ~S6AMT = ~S6АВС· 

в 

т 

Рис. 26 

2тJ3 
Д71. Ответ: -

3
-. 

А 
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Пусть АА', ВВ' и СС' - медианы треугольника АВС, 
точки К и L - середины АА' и СС', М - точка пересече

ния медиан (см. рис. 27). Так как точки В', К, Ми L ле
жат на одной окружности, L_KB'L+L_KML = 180°. Так как 
точки К и L лежат на средних линиях В'С' и В' А' треуголь
ника АВС, L_KB'L = L_ABC. Кроме того, L_KML = L_C'MA', 
значит, L_ABC+L_C'MA' = 180°, то есть точки В, А', С' и М 
лежат на одной окружности. Следовательно, треугольник 

~ ВВ' V3 
АВС - автомедианныи (см. задачу 9.3в). Тогда - = -

АС 2 
2mV'3 

(см. задачу 9.1), то есть АС= -
3
-. 

Д72. Так как углы АКА' и ALA' - прямые (см. рис. 

28), то точки А, К, А' и L лежат на окружности с диамет
ром АА'. Следовательно, KL = АА' · sin L_A (по следствию 
из теоремы синусов). Аналогично, MN = СС' · sin L_C. Тогда 
KL АА' sin L:A АА' ВС - = - · -- = - · - . Если АВС - равнобедрен-
МN СС' sin L:C СС' АВ 
ный треугольник (с основанием АС), то АА' = СС', а если 

АВС - автомедианный (со средней по длине стороной АС), 
АА' се' 

то АВ = вс. В обоих случаях получим, что KL = MN. 

в 

р 

А LC А в 

Рис. 28 Рис. 29 

В обратную сторону: если KL = MN, то АА' · ВС 
= СС' · АВ, то есть (ата) 2 = (стс) 2 • Тогда, воспользовав
шись формулой для вычисления медианы треугольника, 
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получим а2 (2Ь2 + 2с2 - а2 ) = с2 (2а2 + 2Ь2 - с2 ) {:} а4 - с4 = 
а2 + с2 

= 2Ь2 (а2 - с2 ). Таким образом, а= с или Ь2 = --
2
-, что 

и требовалось. 

Д73. Пусть лучи AQ и BQ пересекают стороны ВР и АР 
треугольника АВР в точках А' и В' соответственно (см. 

рис. 29). Из условия задачи следует, что А' и В' - се

редины этих сторон. Кроме того, из свойства вписанно

го угла и угла между касательной и хордой следует, что 

LAPQ = LBAQ и LBPQ = LABQ. Тогда угол AQB' (внеш
ний для треугольника ABQ) равен углу АРВ, поэтому точ
ки Р, Q, А' и В' лежат на одной окружности. Следователь
но, треугольник АВР - автомедианный (с.м. задачу 9.Зв), 

/АР2 +вР2 
то есть АВ = у 

2 
, что и требовалось доказать. 

Отметим, что доказанное утверждение дополняет свойства конфи

гурации, рассмотренные в задаче 7.1. 

Д7 4. Рассмотрим окружность с центром О и радиусом 
R, описанную около треугольника АБС (см. рис. 30). Усло
вие автомедианности треугольника АВС равносильно вы

полнению равенства 2АС2 = АВ2 + ВС2 , которое можно 
записать в векторной форме и преобразовать: 

---+ -----+ -----+ ---+ ---+ 2 
2АС2 = АВ2 + ВС2 

{:} 2(0С - ОА) = 
---+ ---+ 2 -----+ ---+ 2 -----+ -----+ ---+ ---+ 

= (ов - ОА) +(ОС - ОВ) {:} 20С2 
- 40С. ОА + 20А2 = 

= ов2 
- 2ов . 01 + 012 + ос2 

- 2ос . ов + 01з2 • 
---+ ---+ -----+ 

Учитывая, что \OAI = \OBI = \ОС! = R, получим 

---+ -----+ ---+ ---+ ---+ -----+ 
20А ·ОС= ОА · ОВ + ОВ ·ОС{:} 

{:} 2 cos LAOC = cos LAOB + cos LBOC. 

Заменяя каждый центральный угол окружности удво

енным вписанным, получим: 2 cos 2LB = cos 2LA + cos 2LC, 
что и требовалось доказать. 

139 



------------_в ------В 

А с 
А D 

Рис. 30 Рис. 31 

Можно также было использовать теорему косинусов для треуголь

ников АОВ, ВОС и АОС. При таком способе доказательства лучше на

чинать с равенства косинусов. Отметим, что доказанное утверждение 

можно сформулировать иначе: треугольник является автомедианным 

тогда и только тогда, когда косинус удвоенного угла треугольника ра

вен среднему арифметическому косинусов двух других удвоенных уг

лов этого треугольника. 

Д75. Рассмотрим окружность с центром в точке О и ра

диусом R, описанную около треугольника АБС (см. рис. 
31). Используя векторы, запишем цепочку равносильных 
равенств: 

хв = JXA2; хс2 {::} 2ХВ2 = ХА_2 + Х(]2 {::} 

--+ ----t) 2 (--+ ----+) 2 (---+ ----t) 2 {::} 2(0В - ОХ = ОА - ОХ + ОС - ОХ {::} 

{::} 20В2 - 4оЕ . ох + 2ОХ2 = 

= 012 - 201 . ох+ ох2 + ос2 - 2ос . ох+ ох2 . 
--+ --+ ---+ 

Учитывая, что IOAI = IOBI = IOCI = R, получим 

--+ ----t ---+ ----t --+ ----t 

ОА · ОХ+ ОС ·ОХ - 20В · ОХ = О {::} 
----t ---+ ---+ --+ 

{::} ОХ(ОА +ОС - 20В) =О. 

Пусть D - середина АС, тогда oD = ~ (01 +ос). Та

ким образом, получим, что ОХ ( 2oD - 20В) = О {::} ОХ х 
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---+ 
х BD =О. Значит, искомым геометрическим местом точек 
является прямая, проходящая через точку О и перпенди

кулярная медиане BD треугольника АВС (см. рис. 31). 

Сравните с решением задачи Д74. 

Д76. Ответ: нет, не может. 
---+ 1 -----+ ---+ -----+ 

Так как PQ = З (РА + РВ + РС) (см. задачу 10.1), а век-
___, ---+ -----+ 

торы РА, РВ и РС - не коллинеарные, то 

---+ 1 ( -----+ ---+ -----+ ) IPQI < 3 IPAI + IPBI + IPCI = 2. 

BD СЕ AF т 
Д77. Пусть - = - = - = - и М - центроид тре-

пе ЕА FB п 

угольника DEF (см. рис. 32). Тогда для любой точки О вы-
__, ----> 

---+ пОВ + тОС 
полняется равенство OD = (см. равенство (1) за-

т + п 
---+ ----+ ----+ ----+ 

---+ пОС + тОА ---+ пОА + тОВ 
нятия 10). Аналогично ОЕ = и OF = . 

т+п т+п 
---+ 

Складывая эти три равенства почленно, получим: OD + 
---+ ---+ ---+ ---+ --+ -------+ 1 ---+ ---+ --+ 

+OE+OF = ОА+ОВ+ОС, то есть ОМ= з(ОА + ОВ +ОС), 
следовательно, М - центроид треугольника АВС, что и 

требовалось доказать. 

в 

А Е с 

Рис. 32 

Д78. Из условия задачи следует, что для любой точки 

О выполняются равенства 

-------+ 1 ----+ ----+ ----+ 
ОТ1 = -(ОА1 +ОА2 + ... +ОАп); 

п 

-------+ 1 ----+ ----+ ----+ 
ОТ2 = k ( ОВ1 + ОВ2 + ... + овk). 
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Тогда 

ТТ1 k 
Следовательно, точка Т лежит на отрезке Т1 Т2 и - = -

ТТ2 п 
(см. равенство (1) занятия 10). 

Д79. Ответ: а) середина отрезка, соединяющего центро

иды оснований; б) точка, лежащая на высоте пирамиды 

и делящая её в отношении п: 1, считая от вершины. 
а) Центроиды оснований - точки Т1 и Т2 пересечения 

их средних линий (см. задачу 10.6). Тогда центроид приз
мы - середина отрезка Т1Т2 (см. задачу Д78). 

б) Докажем, что для любого п выполняется равенство 
-------+ -------+ -------+ -----; 
ОА1 + ОА2 + ... + ОАп = О . Действительно, повернём каж-

и u u 180° 900 
дыи вектор искомои суммы на угол, равныи --+ , то

п 
-------+ 

гда каждый вектор вида OAk заменится на вектор 

тAkAk+1 , причём коэффициент т будет одним и тем же. 

Так как т(AiJG +А;А; + ... +~) = О, то и ОА; + 
-------+ -------+ -----; 

+ ОА2 + ... + ОАп = О . Тогда центроид пирамиды - точка 

отрезка РО (Р - вершина пирамиды), которая делит его 

в отношении п: 1, считая от точки Р (см. задачу Д78). 
Д80. Ответ: в обоих случаях опуститься на дно озера 

придётся только один раз. 

Пусть сосны растут в точках А, Б, С, D, Е и F; Ми Т
точки пересечения медиан треугольников АБС и DEF со
ответственно (см. рис. 33). Тогда: 

а) М - центроид треугольника АБС, Т - центроид 

треугольника DEF, следовательно, середина К отрезка 

МТ- центроид системы данных шести точек, он - един

ственный, и его положение не зависит от способа их раз

биения на тройки. 
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б) Пусть О - центр окружности озера, Н и N - орто

центры вписанных в эту окружность треугольников АВС 

и DEF соответственно, Р - середина отрезка HN. Так как 
---+ --+ --t ----+ 
ОН = 30М и ON = 30Т (теорема о прямой Эйлера, см. за-

___, 1 ---+ --t 3 --+ ----+ --t 
дачу 9.6), то ОР = 2 (оН + ON) = 2 (ом +ОТ)= 30К. Так 
как положение точек О и К не зависит от способа разбие

ния данных точек на тройки, и положение точки Р также 

не зависит от этого способа разбиения. 

Отметим, что для задачи п. а) расположение точек, в которых рас

тут сосны, никак не связано с озером. 

н 

В' С' 

А 
с 

D 

N 

Рис. 33 Рис. 34 

Д81. Ответ: 1 : 1. 
Пусть отрезок AN пересекает плоскость А' BD в точке К 

--+ -+ --t -+ --t -+ 
(см. рис. 34). Обозначим АА' = а; АВ = Ь; AD = с (та-

кие три некомпланарных вектора образуют базис про

странства). 
---+ 1 ---+ --t 

Так как N - середина DC', то AN = 2 (АС' + AD) = 
1-t 1 -+ -+ ---+ = - а + - Ь + с . Вектор А' К лежит в одной плоскости 
2 2 

--+ --+ --'> ---+ ---+ -+ 
с векторами А'В и A'D, значит, АК = АА' + А'К = а + 

--+ ---+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
+xA'B+yA'D= а +х(Ь - а)+у(с - а)= (1-х-у)а + 
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-+ -+ + х Ь + у с (это равенство можно было получить ина-

че, используя векторное условие того, что А' BD - тре-
---+ ---+ ---+ 

угольник). Так как векторы АК и AN коллинеарны, АК = 
---+ Л-+ Л-+ -+ = ЛАN = 2 а + 2 Ь + Л с . Таким образом, мы выразили 

---+ 
вектор АК двумя различными способами. Тогда, исполь-

зуя единственность разложения любого вектора по базису, 

получим, что 

1 
1- х - у= -Л, 

2 

Следовательно, М = ~AN, значит, К - середина от
резка AN. 

Использованный метод рассуждений, приводящий к составлению 

«векторного» уравнения, применяется во многих геометрических за

дачах, в которых надо найти отношение частей, получившихся при пе

ресечении каких-либо отрезков. 

Д82. Ответ: ka + (п - k)b (взвешенное среднее арифмети
п 

ческое чисел а и Ь). 

Из условия задачи следует, что проведённые отрезки 

В1С1, В2С2, ... , Вп-1Сп-1 параллельны основаниям трапе
ции. 

в с 

Рис. 35 
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Первый способ. Через вершину С и точки С 1 , С2 , ••• , 

Сп-1 проведём отрезки, параллельные стороне АВ и пере

секающие основание AD в точках Е, Е 1, Е 2, ... , Е п-1 со

ответственно (см. рис. 35). Так как АВСЕ - параллело

грамм, то DE = а - Ь. В треугольнике CDE образовались 
отрезки, параллельные DE, длины которых соответствен
но равны х, 2х, ... , kx, .. " (п - l)x, считая от вершины 
С (по теореме Фалеса). Так как DE = пх, то длина такого 

а-Ь а-Ь 
отрезка с концом Ck равна --·k. Тогда BkCk = b+--·k = 

п п 

ka + (п - k)b 
= 

п 

вkв ckc k 
Второй способ. Так как , то для лю-

ВkА CkD n-k 
-------+ k -----7 п - k -----7 -----+ k -----+ п - k -----7 

бой точки О: овk = -ОА + --ОВ и ock = -OD + --ОС 
п п п п 

(см. равенство (1) занятия 10). Тогда 

1~1 = ~IADI + п- klECI = ka + (п -k)b 
п п п 

(см. следствие из равенства(**) занятия 10). 

Полученный результат является аналогом координатной формулы 

(1') занятия 10, где роль координат играют длины отрезков. 

Д83. Ответ: а+ с - Ь. 

Пусть точки А', В', С' и D' - ортогональные проек
ции вершин данного параллелограмма А, В, С и D соответ
ственно на плоскость а (см. рис. 36). Тогда A'B'C'D' - так

же параллелограмм (в частности, «вырожденный» в отре

зок), причём точка О пересечения диагоналей параллело

грамма ABCD проектируется в точку О' пересечения диа
гоналей параллелограмма А' В' С' D'. Из условия задачи сле
дует, что АА' =а, ВВ' = Ь, СС' =с, а DD' = d - искомое 
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расстояние. Так как 00' - общая средняя линия трапе

ций АА'С'С и BB'D'D, а;с = ь;d '** d =а+ с- Ь. 

в 

а 

Рис. 36 

Возможны также способы решения, использующие векторы или 

координаты (аналогичные решению задачи 10.3 и допускающие ана
логичное обобщение). 

---+ ----. ------+ 
Д84. Отложим С1С2 = В1В2 = AAi (см. рис. 37а). Тогда 

AAiB2B1 - параллелограмм, поэтому, точка D пересече
ния его диагоналей делит их пополам. Следовательно, тре

угольники AA1D и B2B1D равновелики, значит, тетраэд
ры C1AA1D и C1B2B1D также равновелики (имеют равные 
объёмы). Прикладывая эти тетраэдры по очереди к много

граннику ABCDB1 С1, соответственно получим равновели
кие многогранники АВСА1В1 С1 и АВСВ2С1. Аналогично, 

---+ -------+ 
отложив С2С3 = ВВ1, получим, что ВВ2СзС1 - параллело-

грамм, Е - точка пересечения его диагоналей, и равнове

лики тетраэдры АВВ2Е и АС3С1Е. Прикладывая эти тет

раэдры по очереди к четырёхугольной пирамиде АВСС 1 Е 

(А - её вершина), соответственно получим равновеликие 

многогранники АВСВ2С1 и С3АВС. Следовательно, объём 
исходного многогранника АВСВ2С1 равен объёму пирами
ды СзАВС. Рассмотрим эту пирамиду, и через вершину Сз 

проведём плоскость, параллельную АВС. Пусть эта плос-
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кость пересекает прямые АА1 и ВВ1 в точках Аз и Вз со
ответственно (см. рис. 37б). 

Сз 
Аз Сз 

А 

в 

Рис. 37а Рис. 376 

Тогда АВСАзВзСз - призма, объём которой равен про

изведению площади её перпендикулярного сечения и дли

ны бокового ребра. Объём пирамиды СзАВС в три раза 

меньше объёма этой призмы, так как у них одно и то же 

основание АВС и их высоты, проведенные к АВС, совпада

ют. "Учитывая, что перпендикулярным сечением призмы 

является треугольник площади S, указанный в условии, 
а СС3 = АА1 +ВВ1 +СС1, получим, что объём V пирамиды 
СзАВС, а значит, и данного многогранника, можно вычис-

АА1 + ВВ1 + СС1 
лить по формуле V = · S. 

3 

Д85. Ответ: а) R =~(среднее квадратичное дан
ных радиусов); 

б) R = R1R2v'2 ; 

Jяi +R~ 
в) R = VR1lfi (среднее геометрическое данных радиусов); 

R4 +R4 
г) R = 4 1 1 (среднее степенное данных радиусов). 

2 
Так как площадь круга вычисляется по формуле S = 

= тrR2 , данные в условии задачи зависимости между пло-
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щадями равносильны аналогичным зависимостям между 

квадратами радиусов (сравните с задачей 5.2). 
Rз +Rз 

Д86. Ответ: 3 1 

2 
2 (среднее степенное данных ради-

усов). 

Пусть 01 и 02 - центры оснований данного усечённого 

конуса, О - центр искомого сечени.я радиуса R, А1А2 -
одна из образующих боковой поверхности конуса, А -
точка пересечени.я этой образующей и сечени.я (см. рис. 

38). Из услови.я задачи следует, что объём данного конуса 
в два раза больше объёма любой из получившихс.я частей, 

то есть ~H(R~ +R2R1 +Rf) = ~h(R2 +RR1 +Ri), где Н = 
= 0201, h = 001. 

Рис. 38 

Найдем отношение высот h и Н. Дл.я этого в осевом 
сечении конуса проведём А1В2 J_ А2О2 (В - точка пе

ресечени.я А1В2 и АО). Из подоби.я треугольников AiAB 
А1В АВ h R-R1 

и А1А2В2 получим -- =--,то есть - = . Сле-
А1В2 А2В2 Н R2 - R1 

довательно, 

R~ +R2R1 +Rf 
R 2 +RR1 +Rf 

з з з Rr + R~ = 2R - 2R1 {::} R = 
2 
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Послесловие 

Средние: что дальше 

Проработав материал этой книжки, ученик станет «на ты» 

со средними, особенно в геометрии. Для него не будет пробле

мой доказать, что та или иная величина является средним ука

занного вида. Но кое-кто захочет пойти дальше и, вероятно, по

ставит такие вопросы: а) а можно ли заранее (до начала выкла

док) догадаться, что величина С - это некоторое среднее двух 

данных величин х и у, и если да, то б) какое именно из сред

них? в) как использовать знание, что С - это такое-то среднее 

величин х и у? 

Легче ответить на вопрос в). Во многих случаях из алгебра

ического равенства следуют чисто геометрические свойства -
см., например, свойства разностных (занятие 6), гармонических 
(занятие 8) или автомедианных (занятие 9) треугольников. Во
обще говоря, знание явной формулы для С никогда не повредит: 

её можно использовать в последующих уравнениях и неравен

ствах. В частности, можно доказывать геометрическое неравен

ство, сведя его к неравенству между средними (см., например, 

задачу Д57). 

На вопросы а) и б) нет ответа, гарантирующего стопроцент

ный результат. Но есть несколько полезных соображений. 

Проверка гипотез. Пусть возникла некоторая гипотеза (ска

жем, что величина С есть какое-то из средних для величин х 

и у или что С выражается через х и у такой-то формулой), но 

доказать эту гипотезу с ходу не удаётся. Тогда, прежде чем по

гружаться в выкладки, полезно эту гипотезу проверить. 

а) Свойства средних. Гипотезу, что С есть какое-то среднее 

х и у, легче всего проверить через свойства средних. Выделим 

пять свойств, занумеровав их так, что чем меньше номер свой

ства, тем легче его проверять: 

1) C(kx, ky) = kC(x, у) при k > О (однородность, или одина
ковая размерность). 
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2) С= х {о? х =у {о? С= у (совпадение только при равенстве); 

3) С зависит от х и у симметрично (исключением является 
взвешенное среднее); 

4) С зависит только от х и у; 

5) если х <у, то х <С< у (среднее лежит между числами). 

Доказательства этих свойств очевидны, но некоторые требу

ют пояснения. 

Свойство 1 в геометрии означает (почти всегда), что х, у и С 
имеют одинаковую размерность, то есть либо все три величины 

это длины, либо они все - площади, либо они все - объёмы. 

Тогда при гомотетии все три величины умножаются на одина

ковую степень коэффициента гомотетии. И наоборот, если х и 

у - величины одной размерности (например, длины), а пред

полагаемое среднее С - другой (например, площадь), то при 

гомотетии с коэффициентом k -1- 1 равенство, очевидно, нару
шится. 

Свойство 4 очевидно для конструкций, жёстко определяе
мых параметрами х и у (см, например, конструкцию задачи 

5.1). Но такая жёсткость есть далеко не всегда. Так, в задаче 
5.2 длины х и у оснований трапеции вовсе не задают однознач
но длины её боковых сторон, диагоналей и т. д. Даже и длины 

параллельных основаниям отрезков с концами на боковых сто

ронах могут зависеть не только от х и у (например, «плохим» 

будет отрезок, делящий пополам периметр трапеции). 

Увы, даже выполнение всех свойств не гарантирует, что вер

на одна из формул средних (например, когда в треугольнике 

со сторонами х и у и углом 60° между ними С - третья сто

рона). Но такое бывает очень редко. 

б) Отладка формулы. Пусть у нас есть несколько вариантов 

формулы и мы хотим узнать, какой из этих вариантов верен 

(может быть, и никакой). Тут можно рассмотреть как можно 

более простые частные случаи и проверить, какая из формул по

дойдёт для них. Для средних полезен, например, случай х =О. 

При этом, правда, некоторые фигуры могут выродиться: отре

зок может стать точкой, трапеция с основанием х превратится 

в треугольник, а её диагонали сольются с боковыми сторонами. 

Но часто условие остается осмысленным, а вычисление С упро

щается. Посмотрим, например, на С в задаче 5.2а при а= О. 
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1) Отрезок, соединяющий середины боковых сторон, 

u u с ь 3 
стал среднеи линиеи треугольника, = 2. начит, подходит 

только среднее арифметическое. 

2) Отрезок, проходящий через точку пересечения диагона
лей совпал с верхним основанием, С= О. Значит, подходят сред

нее геометрическое и среднее гармоническое. 

3) Отрезок отсёк треугольник вдвое меньшей площади, С = 
ь 

= -J2' Подходит только среднее квадратичное. 
Для отрезка из п. 2 подберём ещё один частный случай, что

бы выбрать между двумя подходящими средними. Рассмотрим 

трапецию, отсечённую от треугольника средней линией, её ос

нованиях и 2х. Диагонали трапеции - это медианы треуголь-
2 u 

пика, выше их точки пересечения лежит З третьеи медианы, 

2х 
поэтому С= 2 · -g· Подходит только среднее гармоническое. 

Помимо прочего, «отладка» помогает точно выписать фор

мулу, которую вы помните приблизительно, «С точностью до 

знаков и коэффициентов». 
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Раздаточный материал 

Занятие 1. Вычисление среднего арифметического и 
взвешенного среднего арифметического 

Задача 1.1. Сто яблок вместе весят 5 кг. Сколько весит «В среднем~ 
одно яблоко? Сколько примерно весят 1 7 яблок? 

Задача 1.2. В классе 10 девочек и 20 мальчиков. Средний рост де
вочки - 140 см, средний рост мальчика - 149 см. Найдите средний 
рост ученика в классе. 

Задача 1.3. В магазин привезли три сорта конфет с разной ценой: 
4 кг по цене 40 рублей за килограмм, 3 кг по цене 60 рублей за ки
лограмм и 1 кг по цене 120 рублей за килограмм. По какой цене надо 
продавать смесь этих конфет? 

Задача 1.4. Скорость моторной лодки по течению реки равна 

21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Найдите её скорость в стоячей 
воде. Проанализируйте полученный результат. 

Задача 1.5. Скорость моторной лодки по течению реки равна 
21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Она проплыла некоторое вре
мя по течению реки и такое же время против течения. 

а) Верно ли, что средняя скорость её движения равна среднему 

арифметическому её скоростей по течению и против течения? 

б) Изменится ли ответ, если время движения по течению и против 

течения будет различным? 

Задача 1.6. Из двух сплавов, содержащих 10% и 50% меди соответ
ственно, требуется получить новый сплав. В каком отношении (по мас

се) требуется взять исходные сплавы, чтобы получить сплав, содержа

щий а) 30%; б) 40% меди? Проанализируйте полученный результат. 

Задача 1.7. Смешали четыре раствора, содержание соли в которых 
составляло 10%, 20%, 30% и 40%. При этом в одну ёмкость было сли
то 10 г первого раствора, 20 г второго, 30 г третьего и 40 г четвёртого. 
:Каково процентное содержание соли в полученном растворе? 

Задача 1.8. Каждый из десяти судей оценил выступление фигури
ста, и средняя оценка оказалась равна 4,2 балла. Согласно правилам, 
были отброшены самая большая из поставленных оценок - 6 баллов 
и самая маленькая - 2 балла, после чего опять подсчитали средний 
балл. Чему он равен? (Средний балл - среднее арифметическое бал

лов.) 
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3адача 1.9. Когда в комнату вошел четвёртый человек, средний 
возраст находящихся в ней людей увеличился с 11 до 14 лет. Сколько 
лет вошедшему? 

3адача 1.10. Профессор Тестер проводит серию тестов, на основа
нии которых он выставляет испытуемому средний балл. 3акончив отве

чать, Джон понял, что если бы он получил за последний тест 97 баллов, 
то его средний балл составил бы 90, а если бы он получил за послед
ний тест всего 73 балла, то его средний балл составил бы 87. Сколько 
тестов в серии профессора Тестера? 

3адача 1.11. Желая найти среднюю годовую оценку по математике 
у всех шестиклассников, завуч пш::rросил учителей математики четы

рёх шестых классов вычислить средние оценки в каждом из классов 

и затем нашёл среднее арифметическое этих четырёх чисел. Правиль

но ли сделал завуч? 

3адача 1.12. От дома до школы Петя обычно едет на велосипеде 
со средней скоростью 300 м/мин. Сегодня, выехав в то же самое вре
мя, он часть пути проехал со скоростью 240 м/мин, а затем увеличил 
скорость до 420 м/мин и приехал вовремя. Какую часть от времени, за
траченного на дорогу, Петя ехал с одной скоростью, а какую часть -
с другой? 
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Занятие 2. Свойства среднего арифметического 

Задача 2.1. Компания друзей детства встретилась через 7 лет. Как 
за это время изменился средний возраст :компании? 

Задача 2.2. В школе было решено перейти с пятибалльной системы 
оценок на 40-балльную. ·Для этого :каждую текущую оценку ученика 

умножили на 8. Как изменился средний балл ученика? 

Задача 2.3. Баскетболист Джон перешёл из одной :команды в дру
гую. Мог ли в обеих :командах вырасти средний рост? 

Задача 2.4. Боб и Ваня соревнуются в изготовлении и употреблении 
сладких :коктейлей. Боб смешал «пепси» с «Фантой», а Ваня - лимо

над с сиропом. Известно, что лимонад слаще «пепси», а сироп слаще 

«фанты». Могла ли смесь Боба оказаться слаще Ваниной? (Сладость -
это доля сахара от общего веса.) 

Задача 2.5. По окружности расставлены 100 чисел так, что :каждое 
из них равно среднему арифметическому двух своих соседей. Докажи

те, что все числа между собой равны. 

Задача 2.6. В последнюю неделю за любые три дня подряд Робин
Бобин в среднем съедал по 10 пончиков в день. Верно ли, что за эту 
неделю он в среднем съел 1 О пончиков в день? 

Задача 2. 7. На сколько уменьшится средний возраст :команды из 
11 футболистов, если закончившего выступление 32-летнего игрока за
менит игрок в возрасте 21 год? 

Задача 2.8. Из :команды ушёл баскетболист ростом 192 см, при этом 
средний рост :команды не изменился. Чему он мог быть равен? 

Задача 2.9. Тринадцать индюшат :клевали зерно. Первый индюшо
нок склевал 40 зёрен; второй - 60, :каждый следующий - среднее 

арифметическое зёрен, с:клёванных всеми предыдущими индюшатами. 

Сколько зерён склевал тринадцатый индюшонок? 

Задача 2.10. Средний рост восьми баскетболистов равен 195 см. 
Какое наибольшее :количество из этих игроков может быть ниже чем 

191 см? 

Задача 2.11. Говорят, что средний доход 10% самых богатых жи
телей города в 15 раз превосходит средний доход всех жителей этого 
города. Докажите, что это вьщум:ки. 

Задача 2.12. Пешеход шёл 3,5 часа, причём за :каждый промежуток 
времени длиной один час он проходил ровно 5 :км. Следует ли из этого, 
что его средняя скорость за всё время движения равна 5 :км/ч? 
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Занятие 3. Среднее гармоническое и 
среднее геометрическое 

Задача 3.1. Скорость моторной лодки по течению реки равна 

21 км/ч, а против течения - 15 км/ч. Она проплыла некоторое рассто
яние по течению реки и такое же расстояние против течения. Найдите 

среднюю скорость её движения. Проанализируйте полученный резуль

тат. 

Задача 3.2. Половину книги наборщик печатал со скоростью 6 стра
ниц в час. Затем его сменил другой наборщик, который печатал со ско

ростью 12 страниц в час. С какой постоянной скоростью надо было пе
чатать, чтобы набрать текст этой же книги за такое же время? 

Задача 3.3. Теплоход, двигаясь по течению реки, прошёл расстоя
ние между пристанями А и В за 10 часов. Обратно он прошёл это же 
расстояние за 15 часов. За сколько времени теплоход проплыл бы такое 
же расстояние по озеру? 

Задача 3.4. Передние покрышки автомобиля «Антилопа-Гну~ вы
ходят из строя через 25000 км, а задние - через 15000 км. В какой 
момент Остап Бендер должен поменять местами покрышки, чтобы ма

шина прошла наибольшее расстояние? Чему равно это расстояние? 

Задача 3.5. Мальчик сбежал вниз по движущемуся эскалатору и 
насчитал 30 ступенек. Затем он пробежал по этому же эскалатору вверх 
и насчитал 150 ступенек. Сколько ступенек насчитал бы мальчик, если 
бы с такой же скоростью бежал по неподвижному эскалатору? 

Задача 3.6. Два путника вышли на рассвете из пунктов А и В на
встречу друг другу с постоянными скоростями и встретились в пол

день. Первый пришёл в пункт В в 16.00, а второй пришёл в пункт А 
в 21.00. В какое время был рассвет? 

Задача 3. 7. Велосипедист должен попасть в место назначения к 
определённому сроку. Если он будет ехать со скоростью 15 км/ч, то 
приедет на час раньше, а если со скоростью 10 км/ч, то опоздает на 
один час. С какой скоростью должен ехать велосипедист, чтобы прие

хать вовремя? 

Задача 3.8. Первая труба заполняет бассейн за 6 часов, а вторая -
за 18 часов. Сколько времени потребуется для заполнения этого бас
сейна, если одновременно открыть обе трубы? 

Задача 3.9. В магазине было два контейнера картофеля, в одном -
по 20 рублей за килограмм, в другом - по 30 рублей за килограмм. 
Контейнеры были разного объёма, а их суммарная стоимость оказа

лась одинаковой. Весь имеющийся картофель смешали. По какой цене 

следует продавать килограмм смеси? 

Задача 3.10. У Алёны есть мобильный телефон, заряда аккумуля
тора которого хватает на 6 часов разговора или 210 часов ожидания. 
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Когда Алёна садилась в поезд, телефон был полностью заряжен, а ко

гда она выходила из поезда, телефон разрядился. 

Сколько времени она ехала на поезде, если известно, что Алёна 

говорила по телефону ровно половину времени поездки? 

Задача 3.11. Из пунктов А и В вышли навстречу друг другу два 
курьера с постоянными, но различными скоростями. После того как 

курьеры встретились, чтобы дойти до места своего назначения, пер

вому потребовалось ещё 16 часов, а второму - ещё 9 часов. Сколько 
времени затратил каждый из курьеров на весь путь от А до В? 
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Занятие 4. Сравнение средних 

Задача 4.1. Докажите, что среди всех прямоугольников с одинако
вой площадью наименьший периметр имеет квадрат. 

Задача 4.2. Теплоход прошёл путь от пункта А до пункта В по те
чению реки и обратно. Докажите, что собственная скорость теплохода 

больше, чем средняя скорость этого движения. 

Задача 4.3. Два тракториста, работая вместе, могут вспахать поле 
за t дней. Если бы первый вспахал половину поля, а второй - другую 

половину, то на это потребовалось бы Т дней. Докажите, что t ~ 2. 

Задача 4.4. В двух племенах индейцев- разное количество мужчин. 

Все мужчины одного племени - «братья» (в частности, каждый муж

чина - сам себе «брат»). Что больше: среднее количество мужчин в 

этих племенах или среднее количество «братьев» у каждого мужчины? 

Задача 4.5. У продавца есть чашечные весы с неравными плечами и 
гири. Сначала он взвешивает товар на одной чашке, затем - на другой, 

и берёт среднее арифметическое двух показаний. Определите, в чью 

пользу такое «взвешивание»: продавца или покупателя? 

Задача 4.6. От потолка комнаты вертикально вниз по стене пополз
ли две мухи. Спустившись до пола, они поползли обратно. Первая муха 

ползла в оба конца с одной и той же скоростью, а вторая, хотя и под

нималась вдвое медленней первой, но зато спускалась вдвое быстрее. 

Какая из мух раньше приползёт обратно? 

Задача 4.7. Докажите, что среди всех прямоугольников с одинако
вым периметром наибольшую площадь имеет квадрат. 

Задача 4.8. В летней школе два корпуса. В одном из них т комнат 
пот человек в каждой, а в другом - п комнат поп человек в каждой. 

Санитарному надзору надо сообщить среднее число школьников в кор

пусе, а пожарной инспекции - расчётное число, равное произведению 

среднего числа комнат в корпусе и среднего арифметического наиболь

шего и наименьшего количества школьников в комнате. Какое из этих 

чисел больше - истинное или расчётное? 

Задача 4.9. В каком случае вертолёт, собственная скорость которо
го постоянна, пролетит быстрее из пункта А в пункт В и обратно: при 

отсутствии ветра или при ветре, постоянно дующем в направлении из 

А в В с одной и той же скоростью? 

Задача 4.10. Два туриста вышли из пункта А в пункт В. Первый ту
рист половину затраченного времени от начала движения шёл со скоро

стью V1 км/ч, а затем шёл со скоростью V2 км/ч. Второй турист первую 
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половину пути шёл со скоростью V1 км/ч, а вторую половину - со ско

ростью V2 км/ч. Кто из них затратил меньше времени на путь из А в В? 

Задача 4.11. Докажите, что среди всех прямоугольников, вписан
ных в одну и ту же окружность, квадрат имеет и наибольший пери

метр, и наибольшую площадь. 
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Занятие 5. Построения классических средних 
на одном чертеже 

Задача 5.1. (пункты а) и б) взяты из трактата Паппа Алексан
дрийского) На одной прямой последовательно отложены отрезки AD и 
DB с длинами а и Ь соответственно и построена полуокружность с диа
метром АВ = а+ Ь. Из точки D восставлен перпендикуляр к АВ до 
пересечения с полуокружностью в точке С. Затем проведены радиус 

ОС полуокружности и перпендикуляр DM к этому радиусу. 
а) Выполнив чертёж, найдите на нём отрезки, длины которых рав

ны среднему арифметическому, среднему геометрическому и среднему 

гармоническому чисел а и Ь соответственно; 

б) используя найденные отрезки, докажите неравенство для этих 

трёх средних; 

в) проведя дополнительное построение, найдите отрезок, равный 

среднему квадратичному чисел а и Ь, и завершите доказательство нера

венства о средних; 

г) обоснуйте, в каком случае во всех рассмотренных неравенствах 

достигается равенство. 

Задача 5.2. Рассмотрим трапецию, основания которой имеют дли
ны а и Ь. а) Найдите отрезки, параллельные основаниям трапеции и 

равные четырём классическим средним чисел а и Ь; б) используя распо

ложение найденных отрезков, докажите неравенства о средних и опре

делите, когда достигаются равенства. 

Задача 5.3. В равнобокую трапецию ABCD, основания которой ВС 
и AD имеют длины а и Ь соответственно, вписана окружность. ВН -
высота трапеции, G - основание перпендикуляра, опущенного из точ

ки Н на сторону АВ. 

а) Докажите, что длины отрезков АВ, ВН и BG являются средним 
арифметическим, средним геометрическим и средним гармоническим 

чисел а и Ь соответственно; 

б) используя эти отрезки, докажите неравенство для указанных 

средних величин и укажите, в каком случае достигается равенство. 

Задача 5.4. На луче с началом D отложены отрезки DA = а и 
DB = Ь, где а < Ь. Затем проведены окружность с диаметром АВ и 

касательная DP к этой окружности. а) Выполнив чертёж и проведя 

дополнительные построения, найдите отрезки, длины которых равны 

четырём классическим средним чисел а и Ь; б) используя найденные 

отрезки, докажите неравенство для средних. 

Задача 5.5. Две окружности с диаметрами а и Ь касаются внешним 
образом. а) Докажите, что отрезок их общей касательной, концами ко

торого являются точки касания, равен среднему геометрическому чи

сел а и Ь; б) докажите, что расстояние от точки касания окружностей 
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до общей касательной равно половине среднего гармонического чисел 

а и Ь. 

Задача 5.6. Окружности с диаметрами а и Ь не имеют общих точек, 
а отрезок их общей внешней касательной, концами которого являются 

точки касания, равен среднему арифметическому диаметров. Докажи

те, что расстояние между центрами окружностей равно среднему квад

ратичному диаметров. 

Задача 5.7. Используя результаты, полученные в задачах 5.5 и 5.6, 
докажите неравенства о средних. 
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Занятие 6. Среднее арифметическое. 
Разностные треугольники 

Задача 6.1. Докажите, что в любом треугольнике АВС выполняется 
равенство WI = WA = WC. 

Задача 6.2. Докажите, что в разностном треугольнике АВС: а) BI = 
1 = IW; б) r = 3 hь. 

Задача 6.3. Докажите, что треугольник АВС является разностным 
тогда и только тогда, когда: 

а) прямая IM, где М - центр тяжести треугольника, параллельна 

т~-~; , 
б) сторона АС пересекает отрезок IW в его середине; 
в) середина стороны и основание высоты, проведённой к этой сто

роне, симметричны относительно точки касания этой же стороны и 

вписанной окружности; 

г) высота треугольника равна радиусу вневписанной окружности, 

касающейся той стороны, к которой проведена высота; 

д) точка касания вневписанной окружности со стороной треуголь

ника и основание высоты, проведённой к этой стороне, симметричны 

относительно основания биссектрисы, проведённой к этой же стороне. 

Задача 6.4. Среди прямоугольных треугольников укажите все, яв
ляющиеся разностными, и докажите, что разностью арифметической 

прогрессии (а; Ь; с) является радиус вписанной в этот треугольник ок

ружности. 

Задача 6.5. Докажите, что в разностном треугольнике АВС: 
а) вершина В, центры О и I описанной и вписанной окружностей и 

середины сторон АВ и ВС лежат на одной окружности; 

б) прямая IM, где М - центр тяжести треугольника, является ка

сательной к этой окружности. 

Задача 6.6. Докажите, что в разностном треугольнике АВС центр I 
вписанной окружности является центром окружности, описанной око

ло треугольника А' LC', где L - основание биссектрисы, проведённой 
из вершины В, А' и С' - середины сторон ВС и АВ соответственно. 

Задача 6.7. В разностном треугольнике АВС продолжение биссек
трисы BL пересекает описанную окружность в точке W, Т - основание 

перпендикуляра, опущенного из точки W на сторону АВ. Докажите, 

что: а) вт= АС; б) AL =.!Ав. 
2 
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Занятие 7. Среднее геометрическое 

Задача 7.1. В треугольнике АВС; R 1 и R2 - радиусы окружностей, 

проходящих через вершину С и касающихся прямой АВ в точках А 

и В соответственно. а) Найдите радиус окружности, описанной около 

треугольника АВС. б) Пусть D - вторая точка пересечения данных 

окружностей. Найдите радиус окружности, описанной около треуголь

ника АВD. 

Задача 7.2. В трапецию вписана окружность, точка касания кото
рой с боковой стороной делит эту сторону на отрезки с длинами т и п. 

Найдите радиус окружности. 

Задача 7 .3. Медиана прямоугольного треугольника, проведённая к 
гипотенузе, является средним пропорциональным его катетов. Найди

те отношение катетов этого треугольника. 

Задача 7.4. На диагонали BD параллелограмма ABCD выбрана точ
ка К. Прямая АК пересекает прямые ВС и CD в точках L и М соответ
ственно. Докажите, что отрезок АК является средним геометрическим 

отрезков LK и КМ. 

Задача 7.5. Продолжение биссектрисы BL треугольника АВС пере
секает его описанную окружность в точке W. Докажите, что отрезок 
AW является средним геометрическим отрезков BW и WL. 

Задача 7.6. В остроугольном треугольнике АВС на высоте АН вы
брана точка О так, что окружность с центром О проходит через верши

ны А и В и пересекает сторону АС в некоторой точке D. Докажите, что 
сторона АВ является средним пропорциональным отрезков АС и AD. 

Задача 7.7. В трапеции АВСD боковая сторона АВ перпендикуляр
на основанию AD. Окружность проходит через точки С и D и касается 
отрезка АВ в точке Е. Найдите расстояние от точки Е до прямой CD, 
если ВС =а, AD = Ь. 

Задача 7.8. Трапеция ABCD разделена диагоналями на четыре тре
угольника. Площади треугольников, прилежащих к основаниям, рав

ны 8 1 и 8 2 • Найдите площади двух других треугольников. 
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Занятие 8. Среднее гармоническое. 
Гармонические треугольники 

Задача 8.1. Докажите, что треугольник АВС является гармониче
ским тогда и только тогда, когда: а) треугольник, составленный из его 

высот, является разностным; б) отрезок, соединяющий основания двух 

биссектрис треугольника, делит пополам медиану. 

Задача 8.2. Докажите, что треугольник АВС является гармониче
ским тогда и только тогда, когда выполняются равенства: 

а) lь = Ь · cos L!j, где lь - биссектриса треугольника, проведённая 
из вершины В; 

б) Ь · ВТ = lь · BW, где W - точка пересечения этой биссектрисы 

с окружностью, описанной около треугольника АВС, Т - основание 

перпендикуляра, опущенного из точки W на прямую АВ. 

Задача 8.3. В треугольник вписан ромб так, что они имеют общий 
угол. Докажите, что полупериметр ромба равен среднему гармониче

скому сторон треугольника, на которых лежат стороны ромба. 

Задача 8.4. Точки М и N - середины оснований AD и ВС тра
пеции АВСD; К - точка пересечения прямых АВ и CD, О - точка 

пересечения диагоналей. Докажите, что отрезок КО является средним 

гармоническим отрезков КМ и KN. 

Задача 8.5. В треугольнике АВС проведена биссектриса AD, а бис
сектриса внешнего угла при вершине А пересекает прямую ВС в точке 

Е. Докажите, что отрезок DE является средним гармоническим отрез
ков ВЕ и СЕ. 

Задача 8.6. В треугольнике АВС проведены биссектрисы AD, ВЕ 
и CF. Лучи DF и DE пересекают прямую, проходящую через вершину 
А и параллельную ВС, в точках Ми N. Найдите MN, если АС = Ь, 

АВ=с. 

Задача 8.7. Из точки М пересечения медиан треугольника опуще
ны перпендикуляры МК, ML и MN на его стороны. Докажите, что ра
диус r окружности, вписанной в этот треугольник, является средним 
гармоническим отрезков МК, ML и MN. 

Задача 8.8. Пусть в треугольнике АВС: Оь и Ос - центры внев

писанных окружностей, касающихся сторон АС и АВ соответственно, 

Со и Во - точки касания этих окружностей с прямой ВС. Докажите, 

что прямые ОьВо и ОсСо пересекаются на середине высоты АН этого 

треугольника. 
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Занятие 9. Среднее :квадратичное. 
Автомедианные треугольники 

Задача 9.1. Найдите зависимость между сторонами треугольника, 
если треугольник, составленный из его медиан, ему подобен. 

Задача 9.2. Докажите, что средний по величине угол автомедиан
ного треугольника не превосходит 60°. 

Задача 9.3. Докажите, что треугольник является автомедианным 
тогда и только тогда, когда: а) медианы этого треугольника, взятые в 

порядке возрастания, обратно пропорциональны его высотам, взятым 

в порядке убывания; б) одна из его медиан является средним квадра

тичным двух других; в) вершина, середины двух сторон треугольника, 

сходящихся в этой вершине, и точка пересечения медиан лежат на од

ной окружности. 

Задача 9.4. Пусть медиана ВВ' треугольника АБС пересекает ок
ружность, описанную около этого треугольника, в точке Т. Докажите, 

что треугольник АБС - автомедианный тогда и только тогда, когда: 

а) М - середина ВТ; 

б) точки М и Т симметричны относительно точки В'. 

Задача 9.5. Докажите, что треугольник является автомедианным 
тогда и только тогда, когда середина отрезка ВМ лежит на окружно

сти, проходящей через середины сторон треугольника АВС. 

Задача 9.6. Пусть О - центр описанной окружности треугольника 

АВС (отличного от правильного); М - точка пересечения его медиан. 

Докажите, что прямая ОМ перпендикулярна медиане ВВ' тогда и толь
ко тогда, когда треугольник АБС - автомедианный. 
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Занятие 10. Взвешенное среднее арифметическое. 
Векторы и координаты 

Задача 10.1. 1) Докажите, что: а) центроидом отрезка является его 
середина; б) центроидом треугольника является точка пересечения его 

медиан; в) центроидом тетраэдра является точка пересечения его меди

ан (отрезков, соединяющих вершины с центроидами противолежащих 

граней). 

2) В каждом случае запишите формулы для вычисления координат 
центроида. 

Задача 10.2. Докажите, что: а) из медиан треугольника можно со
ставить треугольник; б) из медиан тетраэдра можно составить замкну

тую ломаную. 

Задача 10.3. Параллельной проекцией треугольника АВС на плос
кость а, не пересекающую этот треугольник, является треугольник 

А' В' С'. Найдите расстояние между центроидами треугольников АВС 

и А'В'С', если АА' =а; ВВ' = Ь; СС' =с. 

Задача 10.4. Пусть М - точка пересечения диагонали АС' паралле
лепипеда ABCDA'B'C'D' и плоскости A'BD. Докажите, что М - цент

роид треугольника А' BD, и найдите, в каком отношении точка М делит 
диагональ АС'. 

Задача 10.5. Сумма расстояний между серединами противолежа
щих сторон выпуклого четырёхугольника равна его полупериметру. 

Докажите, что этот четырёхугольник является параллелограммом. 

Задача 10.6. Докажите, что: 
а) точка пересечения средних линий четырёхугольника (отрезков, 

соединяющих середины противолежащих сторон) является серединой 

отрезка, соединяющего середины его диагоналей; 

б) отрезки, соединяющие середины скрещивающихся рёбер тетра

эдра, пересекаются в его центроиде и делятся точкой пересечения по

полам. 

Задача 10.7. Буратино зарыл клад в роще, где росло п деревьев. 
К месту клада он шёл так: сначала по прямой от первого дерева ко вто

рому, пока не прошёл половину расстояния между этими деревьями; 

затем от этой точки он шёл в направлении третьего дерева, пока не 

прошёл треть расстояния от неё до дерева, оттуда повернул в сторону 

четвёртого дерева и прошел четверть расстояния до него, и так далее, 
- 1 v 

пока не прошел n расстояния по направлению к п-му дереву и в этои 
точке выкопал яму. Беда в том, что Буратино забыл, каким образом 

пронумеровал деревья. Сколько ям должен выкопать Буратино, чтобы 

наверняка найти клад? 
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